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Introduction

Le groupe de Galois absolu d’un corps k est le groupe de Galois de la cloture séparable sur k. Le calcul
de ce groupe est en général un probléme intéressant parce qu’il donne des informations sur toutes les
extensions galoisiennes de k. Par exemple I’étude du groupe de Galois absolu du corps Q est un probléme
central de la théorie des nombres.

Dans cet exposé on va calculer le groupe de Galois absolu du corps C(Z). Pour faire cela on utilise
le fait que pour toute surface de Riemann compacte connexe non vide B on a une équivalence entre la
catégorie des algébres étales sur . (B) et la catégorie des revétements ramifiés analytiques finis sur B, ou
M (B) désigne le corps des fonctions méromorphes globales de B. Aux revétements ramifiés analytiques
finis qui sont galoisiens en dehors des points de ramification correspondent des extensions de corps de
fonctions méromorphes galoisiennes. Encore mieux, si on considére le groupe fondamental de la base a
laquelle on a enlevé les points de ramification, ce groupe agit par monodromie sur la fibre. Donc tout
lacet induit un automorphisme de revétements finis et donc un automorphisme de ’extension de corps
associée !

On peut associer a toute algébre étale ’ensemble des points de ramification de n’importe quel revé-
tement ramifié analytique fini qui est envoyé vers I'algébre avec le foncteur .#. On fixe 2 une cloture
algébrique de .# (B) et un ensemble fini A de B et on prend l’extension composée de toutes les extensions
dans 2, avec ramifications dans A. On note cette extension 24 /.#(B). On verra que cette extension
est galoisienne et que le groupe de Galois est le complété profini du groupe fondamental de B — A.

Dans la section 4 on va introduire la définition de groupe fondamental relatif ¢ un germe de chemin et
on va montrer 'isomorphisme entre un certain limite projective de ses groupes avec le groupe de Galois
absolu de ./ (B).

Le corps C(Z) est isomorphe a le corps des fonctions méromorphes sur la sphére de Riemann. Ainsi,
grace au résultat obtenu, on pourra calculer dans la section 5 le groupe de Galois absolu de C(Z). En
particulier on obtient la solution du probléme inverse de Galois sur le corps C(Z).

1. Ici on utilise le fait qu’un automorphisme de revétements induit un et un seul automorphisme du revétement ramifié
analytique fini sur B associé.



1 Groupes profinis

Dans la premiére sous-section on va donner des rappelles des définitions et des résultats sur les limites
inductives et projective, sur les espaces profinis et sur les groupes profinis.

Dans la deuxiéme sous-section on va parler du complété profini et du groupe profini libre construit
sur un ensemble.

1.1 Premiéres définitions

Définition 1.1. On dit qu'un ensemble partialement ordonné (I, <) est filtrant si pour touts i,7 € I
il existe k € T tel que i < k et j < k. Soit € une catégorie et (I, <) un ensemble filtrant, on appelle
systéme projectif dans ¢ indexé par (I, <) la donnée d’une famille (X;);e; d’objets de € et pour tout
couple (i, j) € I tel que i < j d’un morphisme f7: X; — X; vérifiant les conditions suivantes :

(i) pour tout i € I, f! =idx, ;

(ii) pour tout ¢,7,k € I tels que i < j < k, on a ff o fjlC = fk.

On va noter le systéme projectif ((Xi)ie[, (fij)igj) ou bien (X;)er-

Définition 1.2. Si ((Xi)iej7 (f?)i<j> est un systéme projectif alors on appelle la limite projective de

?

((Xi)iel, (ff)l<]> une limite (X, (p;)icr) du diagramme ((Xi)ief, (flj),gj) On indique la limite avec
@ie ; X; ou @Xi quand il n’y a pas des ambiguités. On va appeler plusieurs fois X lui méme la limite

de ((Xidier, (F)iss)-

Définition 1.3. On appelle systeme inductif de € un systéme projectif dans la catégorie €°PP et on
appelle la limite inductive du systéme inductif la colimite du diagramme dans la catégorie ¥ . Donc si
((Xi)ie], (fij)i@) est un systéme inductif sur (I, <), avec fij: X, — X, on indique @iel X, ou ligXi
la limite inductive.

Si ((Xy)ier, (ff)zgj) est un systéme projectif dans &ms indexé par (I,<) une limite projective est
I’ensemble

{ (wi)ier € HXi ’ Y(i,5) € I? tuq. i < J, f2 (z)) = 2 }
el

avec les projections induites par celles du produit. On peut démontrer le lemme suivent.

Proposition 1.4. Soient € une catégorie et (I,<) un ensemble ordonné filtrant et ((X,;),;ej, (ff),gj)

un systéme projectif sur (I,<) alors une limite de ((Xi)iel, (ff)igj) représente le foncteur de € wvers

Ens qui a un objet T associe l'&nHom(T7 X;).

Proposition 1.5. Soit € une catégorie et soient ((Xi)iel, (fij)igj), ((Yi)iel, (g{)i@) deuz systémes
projectifs indexés sur le méme ensemble filtrant (I, <), admettants une limite projective. Soient (X, (fi)icr) =
@iel X; et (Y,(gi)ier) = @iel Y;. Supposons d’avoir un ensemble de morphismes (h;)icr dans € tels
que h;: X; = Y; et tels que pour tout i < j, le diagramme

hj
Xj ————>Y]
ffJ ng
X, —————— Y,
h;

soit commutatif. Alors il existe un unique morphisme h: X —'Y telle que pour tout i € I, le diagramme



X —
fzJ 9i
_—>

Xi

He————— <

soit commutatif. En particulier, si touts les h; sont des isomorphismes alors h est un isomorphisme.
Remarque. De méme facon, on peut en général relever un diagramme commutatif a la limite.

Proposition 1.6. Soit @ un certain univers et soient G, Ton et GuTon les catégories des groupes,
espaces topologiques et groupes topologiques définies sur ‘@. Alors tout systéme projectif indexé par un
ensemble appartenant & @, admet une limite projective. Les limites projectives dans ces catégories com-
mutent avec les foncteurs d’oubli respectifs vers &Ens. Les limites projectives de gﬂ%ﬁ commutent aussi

avec le foncteur d’oubli vers Gn et vers Top.

Proposition 1.7. Dans Tep, une limite projective d’espaces compacts non vides est un espace compact
non vide. En particulier dans Ene une limite projective d’espaces compacts non vides est un espace
compact non vide

Définition 1.8. Soit X un espace topologique, on dit que X est totalement discontinu si pour tout

x,y € X distincts il existe un ouvert fermé U de X tel que x € U et y € U.

Définition-Proposition 1.9. Soit X un espace topologique, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) X est compact et totalement discontinu;

(ii) X est homéomorphe a la limite projective d’un systéme projectif d’ensembles finis discrets dans la
catégorie des espaces topologiques.

Si ces conditions sont vérifiées on dit que X et un espace profini.

Définition-Proposition 1.10. Soit G un groupe topologique, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) lespace topologique sous-jacent & G est profini;
(ii) G est limite projective de groupes finis discrets dans la catégorie des groupes topologiques.

Si ces conditions sont vérifiées on dit que G et un groupe profini. On appelle @n@mﬁ la catégorie des
groupes profinis avec morphismes les morphismes de groupes topologiques.

1.2 Complétion profinie

Maintenant si on dispose d’un groupe G on peut fabriquer un groupe profini de fagon canonique. Soit
(4, D) lensemble filtrant des sous-groupes distingues d’indice fini de G. La famille (G/N)ye 4 avec les
projections canoniques est un systéme projectif indexé par 4. Soit

G:= @1 G/N.
Newy
On appelle G le complété profini de G. On indique 7 le morphisme canonique de G vers G. Alors G est
la solution du probléme universel suivant :

Proposition 1.11. Pour tout groupe profini H et pour tout morphisme de groupes f de G vers H il
eriste un unique f morphisme de G vers H de groupes topologiques qui rend le diagramme suivant

G
ncl
G

—F— H



commutatif.

En particulier si G et H et f: G — H un certain morphisme de groupes, alors on peut construire
grace au lemme 1.4 un et un seul morphisme de groupes de G vers H qui commute avec l'inclusion de H
dans H. Par la propriété universelle du complété profini on peut alors construire un unique f G — H
morphisme de groupes topologiques tel que

—_

. f N

G H

WG/| ﬁH]
f

G—H

soit commutatif.

Soit J un ensemble fini, notons L(J) le groupe libre construit sur J et (X;);c; 'ensemble des géné-
rateurs canoniques. Notons L(.J) le complété profini de L(J). Si J C J’, on définit p7 : L(J') — L(J)
par

Py (Xi) = .
e siigJ.

Par passage aux complété profini on obtient p7 : L(J') — L(J). Si I est un ensemble quelconque soit
# V’ensemble des parties finies, alors (., C) est un ensemble filtrant et ((_z/(J))Jey, (ﬁf/)JgJ/) est un

systéme projectif, soit

L(I) := lim L(J).

Je

0E

Définition 1.12. On appelle ﬁ(I) le groupe profini libre construit sur I.



2 Rappels sur la théorie de (Galois infinie

On commence avec des définitions classiques.

Définition 2.1. On dit qu'une extension L/K est finie si la dimension de L comme K-espace vectoriel
est finie. On dit que L/K est une extension algébrique si tout o € L est la racine d’un polynoéme non nul
a coeflicients dans K. On appelle polyndme minimal de « le polynéme irréductible, unitaire & coefficients
dans K qui annule a. On dit que K est algébriquement clos si il n’a pas d’extensions non triviales. On
dit que {2 est une cloture algébrique de K si 2 est algébriquement clos et 2/K est algébrique. Si on
a L1/K et Ly/K deux extensions de K on dit que un (iso)morphisme de corps de L; vers Lo est un
K -(iso)morphisme si il est I'identité sur K et on indique Homg (L1, Lo) 'ensemble des K-morphismes de
Ly vers Ly. Si L1 = Ly on dit qu'un K-isomorphisme est un K -automorphisme et on indique Autg (L1)
le groupe des K-automorphismes.

Un théoréme centrale de la théorie des corps, c’est le suivant :

Théoréme 2.2 (Steinitz). Soit K un corps, alors il admet une cloture algébrique. En plus deuz clotures
algébriques de K sont isomorphes par un K-isomorphisme.

Définition 2.3. Soit L/K une extension algébrique, on dit que c’est une extension séparable si pour
tout « € L le polyndme minimal de « sur K admet o comme racine simple. Soit {2 une cloture algébrique
de L, on dit que L/K est normale si pour tout o € Homg (L, 2), o(L) C L. On dit qu’une extension
algébrique est galoisienne si elle est soit séparable soit normale. Si L/ K est galoisienne on note Gal(L/K)
le groupe Autg (L) et on appelle ce groupe le groupe de Galois de L/K.

Soit L/K une extension de corps et soit (E;/K);c; une famille de sous-extensions de L/K. Alors
on appelle la composée de (E;/K);cr la plus petite sous-extension de L/K qui a toute E;/K comme
sous-extension.

Remarque. La composée d’'une famille de sous-extensions algébriques, séparables, normales, galoisiennes
est algébrique, séparable, normale, galoisienne respectivement.

Soit ¢¥(L/K) l'ensemble des extensions galoisiennes finies de K contenues dans L. Si on donne a
%(L/K) Pordre induit par I'inclusion il dévient un ensemble filtrant parce que Pextension composée de
deux sous-extensions galoisiennes finies est encore galoisienne et finie. Si E, F € ¥(L/K) tels que E C F,
un K-automorphisme de F' induit par restriction un K-automorphisme de E, donc on a un morphisme
de groupes

ph: Gal(F/K) — Gal(E/K).

Théoréme 2.4. Soit L/K une extension galoisienne, alors

Gal(L/K) ~ L Gal(E/K)
Ec%(L/K)
comme groupes. L’isomorphisme est induit par la restriction d’un K-automorphisme de L o un K-
automorphisme de E pour tout E € 4(L/K).

Si on munit les groupes Gal(E/K) de la topologie discréte, les morphismes pk; sont continues, donc on
peut considérer la limite G du systéme projectif dans la catégorie des groupes topologiques. Le foncteur
d’oubli de ‘%J’nc@o/r\ vers @dn commute avec les limites projectives, donc I'isomorphisme dans le théoréme
2.4 devient un isomorphisme de groupes entre Gal(L/K) et G. On peut munir Gal(L/K) d’une topologie
induite par I'isomorphisme de groupes avec G. On a donc donné & Gal(L/K) la structure de groupe
profini.

Cette topologie donne une fagon de généraliser la correspondance de Galois pour extensions finis a
n’importe quel extension.

Théoréme 2.5 (Krull). Soit L/K une extension galoisienne, alors les applications
{Corps intermédiaires de L/K} = {Sous-groupes fermés de Gal(L/K) }
E +— Gal(L/E)
LT« H

sont une 'inverse de l'autre et induisent une bijection qui reverse les inclusions. Dans cette correspon-
dance :



— Les sous-extensions finies de L/K correspondent d les sous-groupes ouverts de Gal(L/K).

— Les sous-extensions galoisiennes de L/K correspondent & les sous-groupes distingués fermés de
Gal(L/K).
Si H est un sous-groupe distingué fermé de Gal(L/K) le morphisme de restriction vers Gal(L /K)
induit un isomorphisme de groupes topologiques Gal(L/K)/H = Gal(L¥ /K).

Remarque. C’est essentiel prendre une topologie sur Gal(L/K) parce sue c’est pas vrai que tout sous-
groupes de Gal(L/K) sont fermés. Si F, est un corps avec p éléments et F,, une cloture algébrique de F,
le sous-groupe H engendré par 'automorphisme de Frobenius est dense dans Gal(F,/F,) mais n’est pas
le groupe tout entier, donc dans ce cas H n’est pas fermé et H # Gal(F,, Fﬁ) = Gal(F,,F,).

Définition-Proposition 2.6. Soit K un corps et {2 une cloture algébrique. On appelle cloture sé-
parable de K une extension 2°¢P/K qui soit la composée de toutes les sous-extensions séparables de
/K. Lextension 2°°? /K est galoisienne. On appelle groupe de Galois absolu de K le groupe de Galois
Gal(£2°°? /K). Ce groupe ne dépend pas du choix de f2.



3 Relations entre surfaces de Riemann et théorie des corps

3.1 Deux équivalences de catégories

Définition 3.1. Soient B et X deux espaces topologiques et 7 une fonction continue de X vers B, alors
on dit que (X, 7) est un B-espace et aussi que X est un B-espace quand il n’y a pas des ambiguités. On
appelle 7 la projection du B-espace. On note morphisme de B-ensembles une fonction continue entre
B-espaces qui commute avec les projections. Les B-ensembles muni des morphismes de B-ensembles
forment une catégorie. On note Autg(X) le groupe des automorphismes de X dans la catégorie des
B-ensembles. Si B’ est un sous-espace de B on note (X|p/,7|p’) le B'-espace tel que X|p: := 7~ 1(B’) et
T|pr := 7| r—1(ps). Si b € B on note X (b) la fibre de Iapplication 7|z par rapport au point b. Si (X1, 71)
et (X2, o) sont deux B-espaces on note X; x g Xo le produit fibré des deux espaces.

Donc un revétement (topologique) de B est en particulier un B-espace. On va maintenant introduire
certains B-espaces avec B une surface de Riemann. On commence d’abord avec la définition de surface
de Riemann.

Définition 3.2. On appelle surface de Riemann une variété complexe de dimension 1. En particulier
on suppose qu’elle est séparée et & base dénombrable.

Remarque. L’ensemble vide muni de la classe d’équivalence d’atlas constituée par l'atlas vide est en
particulier une surface de Riemann. Un théoréme de Rad6 dit qu’une surface de Riemann connexe a
toujours une base dénombrable, méme si on le suppose pas.

Définition 3.3. Soient X et B deux surfaces de Riemann et 7: X — B une application propre qui
n’est pas constante sur aucune composante connexe de X. On dit que (X, 7) est un revétement ramifié
analytique fini.

D’ici on va toujours supposer que B soit une surface de Riemann connexe, compacte non vide.

Soit A une partie finie de B, alors si on a un revétement topologique (X, 7) sur B — A, avec X
une surface réelle. On peut donner & X une et une seule structure complexe qui rende 7w une fonction
analytique entre surfaces de Riemann. En plus, en recollant un nombre fini de disques & X on peut
obtenir un et un seul revétement ramifié analytique fini (X ,7) de B avec #|x = . On peut montrer
encore mieux :

Théoréme 3.4. Soit B une surface de Riemann connezxe et compacte et A une partie finie de B. Soient
VB.a la catégorie des revétements ramifiés analytiques finis de B dont Uensemble des ramifications est
contenu dans A et %Q%BfA la catégorie des revétements topologiques finis de B — A. Soit p: Vg A —

MB A le foncteur qui & un revétement ramifié analytique fini associe le revétement non-ramifié fini

sur B — A obtenu par restriction et en oubliant la structure compleze. Alors p est une équivalence de
catégories.

Une autre équivalence (ou bien une anti-équivalence) c’est celle entre les revétements ramifiés analy-
tiques finis de B et les algébres étales sur le corps des fonctions méromorphes sur B.

Définition 3.5. Soit K un corps; on dit qu'une K-algébre E est une algébre étale s’il existe une famille
finie d’extensions finies, séparables sur K, (E;/K)cr, telles que E ~ [[..; E; 2. ou I'isomorphisme est
de K-algebres.

Définition 3.6. Soit X une surface de Riemann, on indique .# (X) 'anneau des fonctions méromorphes
de X. Dans le cas X = () on pose .#(X) = 0.

Comme B est connexe et non vide alors .#(B) est un corps. Soit (X,7x) un revétement rami-
fie analytique fini de B, on donne a .Z(X) la structure de .#(B)-algébre grace & mx en prenant
i M(B) — A (X) qui & f associe fomx. Si (Y,7my) est un autre revétement ramifié analytique
fini de B et g: X — Y morphisme de revétements ramifiés analytiques finis, on peut construire un
morphisme g*: .4 (Y) — .#(X) qui & une fonction méromorphe f € .#(Y) associe fog € .#(X)?3. Le
morphisme g* est un morphisme de .# (B)-algébres, comme g est un morphisme de revétements ramifiés
analytiques finis. Alors on a d’un coté la catégorie ¥, la catégorie des revétements ramifiés analytiques
finis de B. De lautre coté la catégorie &5 des algébres étales sur . (B) munie des morphismes de
M (B)-algébres. On peut définir le foncteur contravariant .#: ¥p — &p qui & X associe #(X) et a
f € Homy, (X,Y) associe f*. On a le résultat suivant :

2. On considére ’algébre 0 une K-algébre, c’est le cas quand I = ().
3. Si X =0 alors g = 0 alors g* = 0.



Théoréme 3.7. Soit B une surface de Riemann conneze et compacte. Soient Vg la catégorie des revéte-
ments ramifiés analytiques finis de B et &g la catégorie des algébres étales sur M (B). Soit M : V5 — &p
le foncteur qui a un revétement ramifié analytique fini associe l’algébre étale des fonctions méromorphes.
Alors M est une anti-équivalence de catégories.

En plus si (X,7x) et (Y, my) sont deux revétement ramifié analytique fini de B et Ax, Ay C B les
ensembles des points de ramification des deux revétements et soit A = Ax U Ay

Proposition 3.8. On a les résultats suivants :
a) Le degré de #(X) comme M (B)-espace vectoriel c’est égal au degré du revétement ramifié fini;

b) On a A4 (X UY) = #(X)x #(Y) donc Ualgébre #(X) est un corps si et seulement si X est
conneze et non vide. Plus généralement les composantes connexes de X correspondent bijectivement
auz idéaur mazimauz de M (X) ;

¢) Le produit fibré de X et Y n’est pas en général un revétement ramifié. Par contre on peut voir
les deur revétements sur B — A. On peut faire le produit fibré de ces revétements finis et apres
le prolonger & un revétement ramifié analytique fini (Z,7z). Ce qu’on obtient c’est M (Z) =
M(X) @ gy A(Y);

d) Supposons X conneze et non vide, alors X|g_a, est galoisien si et seulement si #(X)/.#(B)
est une extension galoisienne. Dans ce cas Gal(# (X)/ M (B)) = Autp(X) = Autp_a(X|p-a);

e) Soit f: X =Y un morphisme alors f* est injectif (resp. surjectif) si et seulement si f est surjectif
(resp. injectif).

Définition 3.9. Soit E une algébre étale, on dit qu’un certain revétement ramifié analytique fini (X, )
réalise F si 'image par le foncteur .# de (X, ) c’est isomorphe & E. Pour tout algébre étale F on peut
trouver (X, ) qui réalise E. On appelle A C B Pensemble des ramifications de (X, 7) et on lappelle
I'ensemble des ramifications de E.

Remarque. Comme le cardinal de la fibre de tout point de la base est invariant par isomorphisme de
B-espace, ensemble Ag ne dépend pas du choix de (X, 7).

Proposition 3.10. Soient E une algébre étale sur 4 (B) et F une sous-algebre. Alors Ap C Ag.

Démonstration. Soient (X, 7x) et (Y, my) deux revétements ramifiés analytiques finis de B qui réalisent
E et F respectivement et soit f: X — Y un morphisme de B-espaces telle que f* soit I'inclusion de F
vers E. Pour le point e) de la proposition 3.8 on a que f est surjective. Si b &€ A, alors sur une voisinage
U de b, X|y est un revétement fini. Ainsi par la surjectivité de f, Y|y est aussi un revétement fini, car
limage de tout feuillet de X |y n’a pas de ramifications. Donc en particulier on a b ¢ Ap. O

3.2 L’action de monodromie sur les extensions de corps

Soit m: X — Y un revétement d’espaces topologiques, alors pour tout point y € Y, le groupe
fondamental 71 (Y, y) agit sur la fibre de y par V'action de monodromie. Si z € X (y) et v € m1(Y,y), on
va noter 7y - x 'image de = par 'action de ~.

On va voir comme cette action devient une action sur les corps des fonctions méromorphes. On fixe
B surface de Riemann connexe et compacte, A partie finie de B, b € B — A et {2 cloture algébrique de
A (B). D’ici toutes les extensions de corps seront sur .#(B) donc on écrit simplement les corps pour
indiquer les extensions.

Soit F une extension galoisienne finie réalisée par (X, wx) telle que Ag C A. On fixe un isomorphisme
entre E et .4 (X). Pour tout « € X (b) on définit une application 0, : m (B — A,b) — Gal(E/.# (B)) de
la fagon suivante : le groupe fondamental 71 (B — A, b) opére sur X (b) par I'action de monodromie. Le
revétement fini X|p_a est galoisien par le point d) de la proposition 3.8 et encore pour le point d) il
existe un unique automorphisme g de (X, 7x) tel que g(x) = 7 -z. On note 6, () 'automorphisme de F
induit par ¢g* € Gal(# (X)/.#(B)).

Proposition 3.11. Soit x € X(b), l'application 0,: m (B — A,b) — Gal(E/.#(B)) est un morphisme

de groupes surjectif qui a comme noyau le stabilisateur de x par l’action de monodromie.

Démonstration. Soient 1,72 € w1 (B — A, b), alors comme l'action de monodromie est une action (7y; -
v2) - x = 71 - (y2 - ) et donc 6, est un morphisme de groupes. La surjectivité de 6, est encore une
conséquence de I’équivalence de catégories. A tout automorphisme de E/.# (B) correspond un et un seul



automorphisme de X|p_a. Pour calculer le noyau de 6, on note que c’est suffisant trouver les classes dans
m1(B—A,b) qui induisent U'identité de X |p_a. Par connexité de X|p_a c’est exactement le stabilisateur
de x par 'action de monodromie. O
Remarque.

1. Le morphisme 6, dépend du choix du point z.

2. Pour v € m (B — A,b), 0,(v) € Gal(E/.# (B)) ne dépend que de 'image de v dans m (B — Ag,b)
via le morphisme de groupes fondamentaux induit par l'inclusion B — A < B — Apg.

On va vérifier la fonctorialité de 6,.. Soit F' une autre extension galoisienne finie avec Ap C A réalisée
par (Y, 7y ). On identifie #(Y) avec F en fixant un isomorphisme.

Lemme 3.12. Soit f: E — F un morphisme de .# (B)-algébres et soit u: Y — X 'unique morphisme
de B-espaces t.q. u* = f. Alors pour tout y € Y (b) et pour tout v € w1 (B — A,b), le diagramme suivant

0y ()

F F

fl fl
0 (7)

E E

Démonstration. Soient g € Autp(X) et h € Autp(Y) tels que g(xz) = v -z et h(y) = v -y. On veut

montrer que
Y
ul
g

X—X

|

|

est commutatif, ot x := u(y).

h

)

est commutatif. Grace a cela on obtient le résultat voulu en appliquant le foncteur .#. Comme Y |g_a
est un revétement connexe de B — A, il suffit de montrer que le diagramme commute sur y, ou bien que
u(y - y) = v - u(y). Soit 4 le relevement d’un représentant de v dans Y d’origine y, alors u o 4 est le
relévement du chemin « dans X avec origine x. Ainsi

3.3 Le groupe de Galois de 25/.#(B)

Soient F une extension galoisienne finie de .#(B) telle que Ap C A et X un revétement ramifié
analytique de B.

On note £2a/.#(B) Vextension composée de toutes ses sous-extensions finies E de 2 telles que
Ap CA.

Proposition 3.13. L’extension Qa/.#(B) est galoisienne.

Démonstration. L’extension est séparable parce que .Z (B) a caractéristique 0. Il faut vérifier qu’elle soit
aussi normale. Pour tout o € Aut_4(p) {2 et pour toute extension F, A, gy = Ag, donc Aut_y(p) {2 agit
sur I'ensemble des sous-extensions finies de {2 qui ont ramifications dans A. En particulier cet ensemble
est invariant, donc {2A est invariante. O
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On veut utiliser le morphisme 6, définit dans la sous-section précédente pour construire un isomor-
phisme entre 71 (B — A, b) et Gal(2a/.#(B)).

Pour tout E € 9(2a/.# (B)) on fixe un revétement ramifié analytique fini (Xg,7g) de B qui réalise
E/.#(B) et on identifie E avec . (X). Si on a deux extensions de Gal(2a/.#(B)), E et F telles que
E C F on a un et un seul B-morphisme pk : Xp — Xg tel que (pk)* soit I'inclusion de E dans F.
Alors ((XE)EGg(QA////(B))7 (pg)Egp) est un systéme projectif dans la catégorie B-&ms. Par le théoréme
1.7 I'ensemble (im Xp)(b) = lim(Xp(b)) n'est pas vide, ainsi on peut choisir z € (lim Xg)(b). Pour

tout E € 4(2a/.#(B)) on note pg: @Fe%(()A//{(B)) Xr — Xg les morphismes de la limite et soient

rp = pr(x). Si E C F alors linclusion induit un morphisme de restriction pk: Gal(F/.#(B)) —
Gal(E/.#(B)). On note G := 71 (B — A, b), par le lemme 3.12 le diagramme

Gal(F/.#(B))
00 p
G P
o
Gal(E/.#(B))

est commutatif.

Pour tout E € 4(2x/.# (B)) soit Ng le stabilisateur de xp dans G et hg: G/Ng — Gal(E/.# (B))
Iisomorphisme induit par 0,,,. On a que si E C F, alors Np C Ng. En fait si un lacet fixe xp, il doit fixer
aussi zg. On a donc une projection sgz G/Nr — G/Ng. On a aussi la commutativité du diagramme

G/Np —" 5 Gal(F/.#(B))

G/Np ——> Gal(B/.#(B)) .

Par la proposition 1.5 on peut relever les isomorphismes (hg)g & un isomorphisme 0;: @G /Ng —
Gal(2a/#(B)). Par le lemme suivant @G/NE =7 (B —A,b).

Lemme 3.14. Soit N un sous-groupe distingué de w1 (B—A,b) d’indice fini. Alors il existe un revétement
fini galoisien (Y,my) de B — A tels que pour tout point y € Y (b), le stabilisateur de y par Uaction de
monodromie de w1 (B — A,b) soit N. En plus il existe une sous-extension galoisienne finie E de 2 telle
que N = Ng.

Démonstration. La premiére partie est un résultat classique de la théorie des revétements. On utilise le
fait que B—A soit un espace topologique connexe par arcs, localement connexe par arcs et semi-localement
simplement connexe. Pour la deuxiéme on peut prendre (Y,fr) le revétement ramifié analytique fini
associé. Alors si B := .#(Y), Pextension sur .#(B) est galoisienne finie. On peut plonger E’ dans 2,
qu’on appelle E. On note que Ag: = Ag C A et donc E est extension cherchée. O
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4 Groupe de Galois absolu de .7 (B)

Dans la section précédente, on a déja établi pour chaque

T e Ll_ XE(b)
Ec% (/.4 (B))

un isomorphisme 9/; entre (B — A, b) et Gal(2x /.4 (B)). Pour relier de plus le groupe de Galois absolu
1% , 1% group

Gal(/.4#(B)) = 1£n Gal(E/.# (B))
Ee9 (/.4 (B))

a certains groupes fondamentaux, il nous fait construire un systéme projective indexé par les A € Z(B)
ol on désigne par Z(B) 'ensemble des parties finies de B. Mais les groupes fondamentaux en général
dépendent du choix du point de base, donc quand les A parcourt sur toutes les parties finies d B, on
ne dispose pas d’un point de base & priori pour touts les 6, car fixant un point base b on s’interdit de
considérer les A contenant b. Pour cette raison, on introduit dans la sous-section suivante la notion de
groupe fondamental relatif & un germe de chemin qui est isomorphes au groupe fondamental « ordinaire »
et vérifient les méme propriétés, a I’aide de laquelle on va établir enfin 'identification entre Gal(2/.# (B))
et la limite projective de certains groupes fondamentaux relatifs & un germe de chemin.

4.1 Groupe fondamental relatif & un germe de chemin

Dans cette sous-section on va définir les groupes fondamentaux relatifs & un germe de chemin, et
démontrer en plus les « bonnes » propriétés qu’ils vérifient.

Définition-Proposition 4.1. Soit 3: [0,1] — B une application continue injective. Pour toute partie
finie A C B, ensemble {c € [0,1]] 8(]0,¢c[) C B — A} est borné et on note par ca sa plus grande borne
supérieure, i.e.

ca: =sup{ce[0,1] | B(]0,¢c]) C B — A}.

On note 71 (B — A, 8) I'ensemble des couples (t,v) ou t €]0,cal et v € m (B — A, B(t)) par la relation
d’équivalence identifiant (t1,71) & (t2,72) (on suppose que t1 < t2) siys se déduit de 5 par 'isomorphisme
de m (B — A, B(t1)) sur m (B — A, B(t2)) défini par le chemin S|, 4,1, ie.

Yo = (Blity,t2))4(11) (4.1.1)

ott (B4, ,t,))# est I'isomorphisme de groupes *

(Blitr,ea))# = T1(B = A, B(t1)) = (B — A, B(t2))
[C] = [Bhtl,tz] sC- B|[t27t1]]

avec SB[, +,] signifiant le chemin inverse de 3|y, +,). Alors 71 (B — A, 3) est de fagon naturelle un groupe,
et on 'appelle le groupe fondamental relatif au germe de chemin .

Démonstration. On va vérifier d’abord que la relation définie par 4.1.1 sur 'ensemble 71 (B — A, 8) est
bien une relation d’équivalence, et ensuite montrer que 71 (B — A, 8) muni d’une multiplication naturelle
est bien un groupe.

— La relation définie par ’équation 4.1.1 est bien une relation d’équivalence :
réflexivité Soit ¢ € [0,cal, alors B4 = €g() le lacet trivial basé en B(t), donc (Bj)g =
idr, (B,3(1), ol la réflexivité.
symétrie Soient t1,t2 € [0, ca] et soient v1 € w1 (B, 8(t1)), v2 € m1(B, B(t2)) tels que
Y2 = (5|[t1,t2])#’Y1-

Comme Sy, 1,1 est le chemin inverse de B, ¢,, donc (B, ¢,))% = (ﬂ[thtz]);l, donc on a

7= (5‘[t1,t2]);¢1(’}/2) = (ﬁ‘[tz,tl])#’h

d’oit la symeétrie.

4. En général, soit X un espace topologique connexe par arcs, soient xzg et 1 deux points de X, alors tout chemin p
qui associe xg & x1 induit un isomorphisme de groupes

p: m(X,z0) = w1 (X, 21), [¢] = [p-c-p]
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transitivité Soient t1,t2,t3 € [0,cal, et solent v € m1(B, B(t1)), 72 € m1(B, B(t2)), 13 € m1(B, B(t3))
tels que

Y2 = (Blity 1)) %71,
V3= (5‘[t2,t3])#72~

Comme 5|[t1,t3] = m[tz,tg] '5|[t1,t2]a on a (5|[t1,t3])# = (ﬂ|[t2,t3])# o (B[tl,tz])#v ainsi

V3 = (Blita,ts)# © (Bl 1) 2 (1) = (Bl 1) N1
d’ou la transitivité.
— Deéfinissons la multiplication dans m (B — A, 3) comme ci-dessous :
On fixe un t €]0, ¢, [. Soit y1 € M (B—A, B(t1)) et y2 € m(B—A, B(t2)). Alors [(t1,71)] et [(t2,72)]
sont deux classes dans 71 (B — A, 8). La multiplication de [(t1,71)] et [(t2,72)] est définie comme
la classe de
(t: Blie.)#7 + Blita.) #72)
ot la multiplication -; se fait dans le groupe 71 (B — A, 5(t)). Ainsi, on a

(1, 71)] - [(t2,72)] = [(& Bliey,) 271 - (Blite, ) #72)]-

Comme -y munit 7 (B—A, 8(t)) d’une structure de groupe, donc - donne par définition une structure
de groupe a m1 (B — A, 8). Il reste a vérifier que la multiplication - ainsi définie ne dépend pas du
choix de t €]0, ca[. En effet, si 'on choisit un autre ¢’ €]0, ca[, alors comme S|} ¢ est un morphisme
de groupes, on a

(5|[t1,t/])#71 t (5|[t2,t/])#72 = (Blit.e)# © Bliea,)# (1) v (Blie,e)# © (5|[t2,t})#(’72)
= (Blit,t7)#((Blieaze) 71 -t (Blita,e)#72)
d’ou
s Bl w1 v Blis,en)#v2) ~ (& Bl w71 ¢ Bliea.) #72)-
Donc la définition de la multiplication - est indépendante du choix de t €]0, cal.

Alors - donne a 71 (B — A, 8) une structure de groupe.
O

On démontre maintenant une caractérisation du groupe fondamental relatif & un germe de chemin,
a savoir que le groupe fondamental relatif & un germe de chemin est effectivement la limite inductive
de certains groupes fondamentaux. Pour cela on montre tout & bord une proposition qui donne une
description des limites inductives.

Proposition 4.2. Soit ((X;)er, (ff)lgj) un systéeme inductif dans la catégorie Ens et soit X la limite
inductive de ce systéme, i.e.
X =lim X;
Alors on a
X =[x/~ (4.1.2)
iel

ot la relation d’équivalence ~ est définie comme ci-dessous :

Soient x; € X; et v; € X aveci < j. Alors x; et x; se voient comme éléments dans ]_LEI X;. On dit
que x; ~ x; st xj = fi(x;).

Démonstration. 11 suffit de montrer que I’ensemble X muni des applications naturelle f;: X; — X défini
par la formule 4.1.2 vérifie la propriété universelle. Soit ¥ un ensemble muni d'une famille d’applications
(gi)ier ou g;: X; — Y compatible avec les (f7), i.e. pour tous i < j, g; o f{ = g;. Construisons une
application g: X — Y telle que les g; se factorisent via g. En effet, pour [2;] € X avec z; € X; — [[,o; X5,
on pose g([z;]) = gi(x;). Cela ne dépend pas du choix du représentant x; par la compatibilité entre les
(gi)ier et les (f])i<;j, d’ou l'existence de g. De plus, si Pon a une autre application ¢’ qui factorise les g;,
alors pour tout [z;] € X on a

g'([zi]) = ¢" o fi(wi) = gi(:) = g([=:])

donc g = ¢’, d’ou 'unicité de g.
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De plus, on a un résultat concernant les limites inductives dual & la proposition 1.6, a savoir :

Proposition 4.3. Soit @ un certain univers et soient Gr, Top et GuTop les catégories définies sur
@A. Alors tout systéme inductif indexé par un ensemble appartenant a @, admet une limite. Les limites
inductives dans ces catégories commutent respectivement avec les foncteurs d’oubli vers Ene. Les limites
projectives de ?ﬂ@aft commutent aussi avec le foncteur d’oubli vers gn et vers Top.

Proposition 4.4. Le groupe m (B — A, ) est la limite inductive des groupes fondamentaux (w1 (B —
A?ﬁ(t)))te]O,CA[) i.€.
m(B-A,8) = lim m(B—A ).

te]0,cal

Démonstration. On va tout d’abord préciser I’énoncé de la proposition. Pour tous ¢, €]0, ca[ tels que
t < t', on dispose d’un morphisme de groupes

Bligan)#: m(B — A, B(t)) = m (B — A, B(t')).

De plus, pour ¢ <t <", on a (Blj41)% = (Bl 1) © (Blj,e))#, d’oit on obtient un systéme inductif

((m(B = A, B()))ejo,eals ((Blieen)#)e<t)-

Donc d’aprés la définition 4.1, le résultat se déduit des propositions précédentes 4.2 et 4.3 O

Remarque. Dans la proposition précédente 4.4, on montre que 71(B — A, ) est la limite inductive du
systeme (m1(B — A, B(t)))tcjo,ea[> alors on dispose pour tout ¢ €]0,ca[ d'un morphisme canonique de
groupes x: : m(B — A,B(t)) — m (B — A, ). Mais les morphismes du systéme projectif (71(B —
A,ﬁ(t)))te]o’%[ sont tous isomorphismes, donc pour tout ¢t €]0,ca[, le morphisme canonique x; lest
aussi. Cela explique pourquoi on 'appelle une limite « triviale ».

4.2 Lien fonctoriel avec les groupes de Galois

En combinant la caractérisation des groupe fondamental relatif & un germe de chemin (la proposition
4.4) avec I'équivalence de catégories (la proposition 3.8), on construit un morphisme canonique (fonc-
toriel) suivant entre le groupe fondamental relatif & un germe de chemin et le groupe de Galois d’une
extension des corps de fonctions méromorphes :

Soient X une surface de Riemann connexe compacte, 7 : X — B un revétement ramifié analytique
de B et A son ensemble de ramification. Notons I'(3, X) I'ensemble des relévements continus de (]jg ¢,
dans X. Alors si 7 est de degré d, par I'unicité des relévements, I'(8, X) est un ensemble de cardinal d.
On suppose maintenant que X|g_a — B — A soit un revétement galoisien. Soit b € B — A, dans la sous-
section 3.2, on a déja construit pour chaque x € X (b) un morphisme de groupes fonctoriel (par rapport
aX)0,: m(B—Ab) = Gal(#(X)/.#(B)). Mais que se passe-t-il pour les groupe fondamental relatif
a un germe de chemin ? En effet, on peut construire pour chaque relévement & de g ., un morphisme
Oc: m(X—A,B) = Gal(A#(X)/.#(B)). Cest un analogue de la construction de 8, pour un « relévement
» x de b (i.e. x est au-dessus de b). En effet, on construit 0¢ & partir des ¢ en utilisant la propriété
universelle de la limite inductive et donc ¢ vérifie « naturellement » la fonctorialité.

Proposition 4.5. Avec les notations ci-dessus, soit & € I'(3, X) un relevement de B|jo,c,[- Alors il existe
un unique morphisme de groupes

Oc: w1 (B — A, B) — Gal(.#(X)/.#(B))

tel que pour tout t €]0,cal, on ait O¢ o x; = O¢(y) 0U X¢ est l'isomorphisme canonique T1(B — A, 3(t)) —
m (B — A, 8) donné dans la remarque de la proposition 4.4.

Démonstration. D’aprés la proposition 4.4 et la propriété universelle de la limite inductive, il suf-
fit de montrer que les morphismes (0¢())ie jo,co[ SONt compatibles avec le systéme inductive (71(B —
A, B(t)))tc)o,eal> & savoir que pour ¢, €]0,cal tels que ¢ < ¢/, on a un diagramme commutatif :
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(B —A,B(1))

Oc(t)

(ﬁ|[t,t’])# Gal(///(X)///l(B))

%

m (B — A, B())

En effet, soit v € m (B — A, B(t)) et soit v' = (B]f,+11)%7. Choisissons un lacet o de B — A représentant
7, alors B[ ¢ - a - Bl 4 est un représentant de 7'. En rappelant la définition du morphisme 6, dans la
sous-section 3.2, on choisit dg(;) un relévement de o dans X d’origine £(t). Alors I'extrémité de Gy est
v - &(¢). Soit g € Autp(X) 'unique automorphisme tel que g(£(t)) = v - £(t), et on a

O¢ty(v) = g" € Gal(A(X) /.4 (B)).

Considérons le chemin g(§|,¢))-Ge(s)-§lj ) dans X, il est un relévement du lacet (| 41-a- B3| 4 d’origine
&(t') et d’extrémité g(£(¢')). Ainsi par la définition de I’action de monodromie, g(£(¢)) =+ - £(t'), d’ou
Ocy(V') = g° = Ocry(7), 1e. Oy (7) = Oy © (Bli,e))#(7), ce qui implique la commutativité du
diagramme ci-dessus. O

On va démontrer dans la sous-section suivante que le morphisme f¢ ainsi obtenu est fonctoriel par
rapport a X.

4.3 Fonctorialité par rapport aux A

Ayant introduit la notion de groupe fondamental relatif & un germe de chemin, on démontre main-
tenant que les groupes fondamentaux relatif au germe de chemin 5 de B — A forment bien un systéme
projectif indexé par les A € Z(B), ce qui nous fournit un chemin aboutissant a I'identification du groupe
de Galois absolu de .Z (B).

Proposition 4.6. Soient A et A’ deuz parties finies de B, telles que A C A" (d’ot car < ea). Alors il
existe un unique morphisme ry : m(B—A',8) — w1 (B—A', B) tel que pour tout t €]0, cas[ le diagramme
sutvant est commutatif :

A"

7{‘1(B - Al?ﬂ(t)) — 7T1(B - Aaﬂ(t))

TA,
m(B—A,B) ——— m(B-A,p)
ot 1] est Vinclusion B — A — B — A.

Démonstration. Par la proposition 1.5, il suffit de vérifier que pour tous s,t €]0, ca/[ tels que S < ¢, le
diagramme suivant est commutatif :

A"

m (B — A, B(s)) — m(B — A, 5(s))

(Blis, ) # (Blis, ) #

A"

m (B — A, B(t)) —> m(B — A, B(1)).
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En effet, comme 0 < s <t < cas, O0n a Lﬁ/ 0 Blis,y) = Blis,y- Donc pour tout v = [a] € (B — A/, 5(s)),
on a
(12)e 0 Blis) (1) = (R):<lBlsr - - Blin)] = (12" 0 Blien) - (A 0@) - (1R 0 Blit,s))]
= [Blis,y - (12 © @) - Blit,g)] = (Blis.g)#liotax o o]
= (Bls.)# 0 (12 )<(7)

d’ott la commutativité du digramme ci-dessus. O

Démontrons maintenant que le morphisme ¢¢ obtenu dans la proposition 4.5 de la sous-section pré-
cédente est fonctoriel par rapport & X. En effet, soient X et X’ deux revétements ramifiés analytiques
finis de B avec leurs ensembles de ramification notés par A et par A’ respectivement. Soit v: X’ — X un
morphisme de revétements ramifiés. Comme u est analytique non-constante, X et X’ sont tous connexes,
on a forcément que wu est surjective. D’aprés la proposition 3.8, u*: #(X) — #(X') est injective, et
donc par la proposition 3.10 on a A C A/, par suite car < ca.

5/

]O,CAI[

X

0,c B
} A[ Bl10.cal

Pour tout § € T'(3, X'), uo ¢’ est un relevement de fBlg.,,[ dans X. Choisissons s €0, ca[, par le
relévement des chemins, on obtient un unique relévement £ de Bl ., dans X, tel que £(s) = u o £'(s).
Donc ¢ € I'(3, X). Mais &|jo,c,,[ et uo & sont tous relévement de o, [ qui coincident en un point,
donc par I'unicité de relévement on a &ljg,.,,[ = u © &', Pour tout ¢’ € T'(B, X’), notons 1'unique élément
¢ ainsi obtenu par u.(£').

Soit 4" € w1 (B — A, 8), soit t €]0,cas[, par le lemme 3.12 on a le diagramme commutatif suivant :

M(X) —— (X

eu*(é’)(t)('y/) 9@’(0(’7/)

*

MX) ——— (X

D’ott on obtient en combinant avec la remarque 2 de la proposition 3.11 la commutativité du dia-
gramme suivant :

(A"

771(B - A/aﬁ(t» — 7TI<B - Aaﬂ(t))

0 e

x/

Gal(.#(X") )4 (B)) —2 5 Gal(.#(X)/.#(B))

Donc par la proposition 4.5 et la remarque de la proposition 1.5, on obtient, en passant & la limite
inductive (pour ¢ €]0, cas[), le diagramme commutatif ci-dessous :
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x/

Gal(#(X") )4 (B)) —2— Gal(.#(X)/.#(B))

d’ott la fonctorialité de 0.

4.4 Identification du groupe de Galois absolu de .Z(B)

On dispose maintenant d’un bon systéme projectif (71 (B—A, §8))a, et en faisant la complétion profinie
de ces groupes fondamentaux, on obtient un systéme (77(B — A, 3))a. On veut identifier le groupe de
Galois absolu de . (B) a la limite projective de ce systéme. Dans cette sous-section, on précisera cette
identification.

Maintenant soit {2 une cloture algébrique de .# (B). Pour chaque extension galoisienne E de .# (B),
par I’équivalence de catégories (la proposition 3.8) il existe une surface de Riemann X g connexe compacte
qui réalise E. En admettant 'axiome de choix, on a que I’ensemble

= lm  I(3.Xp)
E€9(Q/ .4 (B))

n’est pas vide. Soit § = ({g)rew(2/.#(B)) € I'. Alors pour tout E € ¥(£2/.4(B)), on dispose par la
proposition 4.5 d’un morphisme

9&5 : 7T1(B — AE,ﬂ) — Gal(E/%(B))

Par la proposition 1.11, ¢, se factorise via @, i.e. on a le diagramme commutatif suivant :

(B — Ap.f) 5 Gal(E/.4(B))

7T1(B - A}Lﬁ)

De plus, pour E, F € 4(2/.#(B)) telles que E C F, d’aprés la proposition 3.10 on a que le morphisme
ug : Xp — Xg correspondant & U'inclusion £ — F est surjectif et que de plus Ar C Ag. Donc par la
proposition 4.6, on dispose d’un morphisme rﬁg :m(B — Ap,B) — m (B — Ag, 8). Par la proposition

—

1.11 on obtient un morphisme rﬁg: m1(B — Ap,B) = 7 (B — Ag, 3) qui fait commuter le diagramme
suivant :

A
PAF

7B — Ap, B) ---2> T (B — A, B)

AR

71(B = Ap, B) —5 11(B — A, B)
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D’ailleurs, comme ¢ € lim I'(8,Xg), donc on a §E|}O,CAF[ = uk olp, e &g = (uk).&p. Ainisi
par la fonctorialité de ¢ que I'on démontre dans la sous-section précédente, on obtient le diagramme
commutatif suivant :

m1(b— Ap, ) L Gal(F/.#(B))

Ap F
"Ag PE

71 (B — Ag, B) % Gal(E/.# (B))

En combinant les trois diagrammes ci-dessus dans cette sous-section, on obtient enfin :

(B — Ap, §) Gal(F/.#(B))

Oc,
1(B—Ar, B)

Ap Af F
"ap "ap PE

(B~ Ap, B)

/\

7B — Ap, B) Gal(E/.#(B))

E

d’ou la fonctorialité des @ par rapport & E. D’une méme fagon, on obtient pour chaque ¢ €]0,ca[ la
fonctorialité des ¢, () : ™ (B — Ag, 5(t)) — Gal(E/.# (B)) par rapport a E
Soit pour toute A € Z(B), £a I'image de £ du morphisme naturel

Ee€9(2) .4 (B)) E: ApCA

Alors par la proposition 1.5, on obtient un morphisme ¢, : 71 (B — A, ) — Gal(£2a/.# (B)) en passant
les morphismes ¢, & la limite qui rend le diagramme suivant commutatif pour tout £ avec A C A :

(B —A,B) i Gal(£2n /. (B))

[N
TAp Pe

(B Ap, B) — s Gal(E).4(B))

Soit A C A’ deux parties finies de B. Alors pour E, F € 4(2/.# (B)) telsque E C F et que Ag, Ap C A,
on a le diagramme suivant :
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N

(B — A, B) Gal(Qa: /.4 (B))
3] P
- 0y
A 7i(B — Ap, B) ————— Gal(F/.#(B))
PAF o k
B ]
(B - Ap, B i Gal(E/.#(B))

ce qui implique d’aprés la remarque de la proposition 1.5 que ’on obtient en passant & la limite pour les

E avec Ag C A le diagramme commutatif suivant :

—

0 /
Ti(B - A, B) a Gal(Qa/ /4 (B))
Y 7i(B - Ag, B) - Gal(E/.#(B))
9 A
Ti(B - A, B ‘ Gal(2a /.4 (B)).

—

- Q T~ . . . .
En particulier, on a pni’ 00c,, = s 0 rﬁ', donc on obtient un morphisme entre les systéme projec-

tifs (71(B — A, B))aca(s), (rX )acar) et (Gal(2a/ 4 (B)))aca(s): (Pgﬁl)AgA') indexés par le méme

ensemble d’indices.

Pour arriver & identifier lim T (B—-A,B) aGal(2/.#(B)) = Jim Gal(E/.# (B)), il faut unifier les
deux ensembles d’indices Z(B) et ¥ ({2/.# (B)). Rappelons que 'on a déja démontré 'identification

~

0,: 71(B — A,b) — Gal(2a /.4 (B))

pour z € lim Xg(b). On veut donc :
— écrire Gal(2/.#(B)) = Jim | Gal(2a /.4 (B)) ;

— établir l'identification entre 71 (B — A, 8) et Gal(£2a/.# (B)) pour § un germe de chemin.

En effet :

— Soit A C A’ € 9(B). Alors pour tous E, F € 9(Q/.#(B)) tels que Ap C Ap C A C A/, on a par

la définition de la limite projective le diagramme commutatif suivant :

Gal(£2a: /.4 (B))

Pr

I?)
PE

Gal(F/.#4(B)) __ s Gal(E/.#(B)).

Par la proposition 1.5, on obtient un morphisme pgi': Gal(2a /4 (B)) — Gal(£2a/4#(B)) tel

que pour tout E avec Ap C A, pgA’ Qs

=p o pgA ; de méme fagon, on peut obtenir pour chaque

A € 2(B) un morphisme pg,: Gal(2/.#(B)) — Gal(f2an/4#(B)) tel que pour tout E avec
Arp C A on a que pg = pgA o po,- De plus, pour A C A’ C A” € P(B), en prenant un
E c9(2/.#(B)) tel que Ag C A on a le diagramme commutatif suivant :
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N
puA,

Gal(2a /.4 (B)) Gal(2a /4 (B))

Gal($2a/#(B))

PR ‘QA” o ‘QA/ ‘QA” . . o ‘QA’ . A
d’ou pt" = ppt o PN analogiquement on a po, = pgy © pe,,- Donc on obtient un systeme

projectif ((Gal(2a/.#(B)))aco (), (Pgil)AgA')~ Montrons que Gal(f2/.# (B)) est la limite de ce
systéme en montrant que celui-la vérifie la propriété universelle :

Soit G un groupe muni des morphismes ga: G — Gal(£2a/.# (B)) tels que pour A C A’ € 9(B),
on a que ga = pgi' o gas. Construisons pour tout E € ¢(2/.#(B)) un morphisme gg: G —

Gal(E/.#(B)) en choisissant A € Z(B) et en posant gz = pi® o ga. Grace au diagramme com-
mutatif ci-dessous :

G
gn’ gn
pgi'
Gal(2a: /4 (B)) Gal(2a /.4 (B))
e Za
Gal(E/.# (B))

pour tous A C A’ € Z(B), on a que les gg ne dépendent pas du choix de A. De plus, pour
E CFc9(Q/#(B)), choisissant A € 2(B) telle que A C Ap C A on a que pi® = pi2 o pk.
d’ott g = pk o gpr. Alors il existe un unique morphisme de groupes g: G — Gal(2/.# (B)) tel que
pour tout F € 4(2/.#(B)), gg = pr o g, d’ou pour tout A € Z(B), en choisissant un E tel que
Agp C A on a le diagramme commutatif ci-dessous :
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Gal(2/.4(B))

Gal(02x /.4 (B)).

Donc il existe un unique g tel que pour tout A € Z(B), ga = pa © ga. Ainsi

Gal(2/.#(B)) = lm Gal(2a/.(B)).
AED(B)

— On a déja montré dans la sous-section 3.3 que pour tout ¢t €]0,ca[, le morphisme @A(\t) est un

isomorphisme ; en passant a la limite, par la proposition 1.5, l.&nte]o,%[ ¢ (1) est aussi un isomor-

phisme. Il reste donc & montrer que l.&nte] 0ca] @ est égal & O¢, la limite obtenu a partir des 55:
avec Ag C A.

Soit A € P(B) et soit E € 9(£2/.4(B)). Pour t €]0,ca[C]0, ca,[, on a que g (t) est un relévement
de f(t) dans Xg et que g (t) est 'image de & () du morphisme lim Xg(B(t)) = Xr(B(t)). Donc
par la proposition 4.5 on obtient le diagramme commutatif suivant :

Nr1(B—Ag,B(t))

(B — Ag, B(t) 71(B — Ag, B(t))
R Oepo

(Blie,er)# Gal(E////(B)) (ﬁm)#
O¢ (¢ O¢ gt

Nry (B(A-E,B(t))

71—1('B _AEaﬁ(t/)) ﬂ(B _AEaﬂ(t/))

En particulier, on a @ = (Bl © H’S/E\(t’) ; par la fonctorialité des @ par rapport a F.
Donc on obtient en passant a la limite pour les E avec Ag C A une égalité

—

Ocaty = (Bliean)# © e

qui vérifie le diagramme commutatif ci-dessous :



(B‘[t,t/])#»ﬁ

(B — A, B(1)) (B — A, B(t))
Oen ) Oep (o)
Gal(2a /.4 (B))

(A ) A (W8 )
Cal(E/.2(B))
fep® Oep )

Bl ) #ag

(B — Ag, B(1)) (B — Ag, B(t)).

Donc par la proposition 1.5 on obtient un unique morphisme he A = l.&nte]om[@: T (B —
A, B) — Gal(£2a/ 4 (B)) qui rend le diagramme suivant

Ti(B — A, B) —=25 Gal(2a/.4(B))

A [N
TAg PE

(B Ap,B) — s Gal(E/.#(B))

commutatif. Comme un tel morphisme est unique, on a que hg A = 92: De plus, les @ étant

des isomorphismes, 92: est un isomorphisme entre 771 (B — A, 8 et Gal(£2a/.# (B).

Finalement, on obtient, & partir des (@)Aeg(g) entre les systémes projectifs (71 (B—A, ) aco(B) (;ﬁ‘\/)AgA')
et ((Gal(£2a/# (B)))aco(B) (pgi')AgA/), un morphisme au niveau des limite

Oc: im7i(B - A, B) — Gal(R2/.4(B)).
A

On a vu que les 9/5: sont tous des isomorphismes, donc par la proposition 1.5, HA& est aussi un isomorphisme.
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5 Calcul du groupe de Galois absolu de C(Z)

On note X la surface de Riemann P! (C), appelée souvent sphére de Riemann. Soient (Up, 2) et (Uso, w)
les deux cartes canoniques de 3. Pour tout élément de C(Z) on peut obtenir une fonction méromorphe
définie sur X, simplement en homogénéisant le numérateur et le dénominateur et en évaluant en les
cordonnées homogeénes de X.

Théoréme 5.1. Le corps des fonctions méromorphes sur ¥ est isomorphe ¢ C(Z).

Démonstration. Soit f une fonction méromorphe définie sur . Quitte & composer avec une application
projective on peut supposer que f n’ait pas des poles a 'infini. Pour tout a € Uy pole de f, on appelle
partie polaire P, f de f en a de la fagon suivante. On peut mettre f de fagon unique sur Uy sous la forme
flz)= E{le (Zii’;)k +h(z) avec h holomorphe au voisinage de a ; la partie polaire est alors le prolongement

sur X de Eivzl (zfi’;)k On note que toute partie polaire est toujours une fraction rationnelle et que f— P, f

n’a pas de pole en a. Donc si ay, . . ., a, sont les poles de f, la fonction h := f—3"7_, P,, f est holomorphe
sur X, surface compacte, donc c’est constante. On obtient le résultat voulu. O

Pour tout A C C, posons A = AU {oc} C %. Les A ainsi obtenus forment une systéme cofinal dans
les parties finies de 3. On a donc
Gal(2,C(2)) = Gal(2, #(S)) = I 77(S - A, ) = m 71(C — A, B),
ol 3 est une application continue injective de [0, 1] vers C.

On peut supposer que l'image de 8 ne rencontre chaque droite réelle de C qu’en un nombre fini de
points.

Lemme 5.2. Soit 3 un chemin de C qui ne rencontre chaque droite réelle de C qu’en un nombre fini
de points. Alors le groupe @ﬂ(@ — A, 8) est isomorphe au groupe L(C) dans la catégorie des groupes
profinis.

Démonstration. Pour A C C fini, le groupe 71 (C — A, ) est isomorphe au groupe libre L(A). Soit b € C
tel que pour touts aj,as € A, avec a; # aso, les points b, a1, ag ne sont pas alignés. Définissons, pour
tout a € A, la classe 75, € m(C — A, b) de la fagon suivante. Soit € := %mina/EA_{a} la — a'|, alors vp,q
est la classe d’un lacet qui va de b vers a en droite ligne, s’arréte a la distance € de a, décrit un cercle
de rayon € autour de a et revient a b en droite ligne. Les (Yp,4)aeca sont un ensemble de générateurs de
™ ((C — A, b)

Définissons maintenant pour tout A une base (75,4)aca de m(C— A, ). Vue 'hypothése faite sur j3,
il existe ¢’ < ca non nul tel que 3(]0, ¢’[) ne rencontre aucune droite joignant deux points de A. Notons
c le plus grand des ¢’. L'élément x;(75(1),q) est indépendant du choix de ¢ pourvu que ¢ appartienne
a 10, A [, notons le y5 4. Pour A’ D A, I’homomorphisme rﬁlz m(C — A" B) = m(C — A, 8) envoie
[V8,a] € m(C — A',B) vers [yp,4] € m(C—A’,3) sia € Aetenesia¢g A Donc les isomorphismes
an: L(A) — 71 (C—A, 8) définis par la base (Y5.4)aca induisent un isomorphisme &: L(C) — lim 77 (C—

A, B).
Comme conséquence on obtient :

Théoréme 5.3. Le groupe de Galois Gal(2/C(Z)) est isomorphe au groupe L(C) dans la catégorie des
groupes profinis.

On obtient comme conséquence aussi la solution du probléme inverse de Galois sur le corps C(Z).

Théoréme 5.4. Tout groupe fini est isomorphe au groupe de Galois d’une extension galoisienne finie
de C(Z).
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