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Introduction
Une surface de Riemann est une variété complexe de dimension 1. Ces variétés complexes sont étudiées

dans beaucoup des cadres différents en mathématiques. Par exemple on peut montrer que les surfaces
de Riemann compactes sont des courbes algébriques. Pour arriver à cela il faut tout d’abord utiliser de
l’analyse pour montrer l’existence de suffisamment de fonctions méromorphes. Dans le livre de Miranda
[9], par exemple, toute la théorie algébrique des surfaces de Riemann compactes est présentée en suppo-
sant que les fonctions méromorphes séparent le points 1 et les tangents 2. On se propose dans ce texte de
montrer ces deux propriétés pour toute surface de Riemann compacte.

On commence dans la section 1 en introduisant des outils d’analyse fonctionnelle. Dans la deuxième
section on va étudier la structure complexe des surfaces de Riemann et on va construire des espaces de
Sobolev de formes. On va aussi démontrer un théorème clé qu’on va utiliser dans la section 3 pour montrer
une dualité entre un certain conoyau H et l’espace des 1-formes holomorphe d’une surface de Riemann.
Ce conoyau est un espace important, on montre en annexe qu’il est isomorphe au premier groupe de
cohomologie du faisceau O des fonctions holomorphe sur la surface. Heuristiquement on peut le penser
comme un « espace d’obstructions », dans ce cas les obstacles à recoller des fonctions méromorphes
de façon holomorphe. En montrant que l’espace Ω des 1-formes holomorphes est de dimension finie on
obtient que H aussi est de dimension finie.

On peut démontrer la finitude de la dimension de H de façons différentes. Par exemple, dans le livre
de Claire Voisin [11] au Chapitre 5, on peut trouver la démonstration de la finitude de la dimension
de tous les groupes de cohomologie d’une variété complexe compacte à valeur dans un fibré vectoriel
holomorphe de dimension finie. La démonstration n’utilise pas la dualité mais plutôt la représentation
des classes de cohomologie par des formes harmoniques.

Dans la dernière section, on va présenter finalement comme utiliser la finitude de la dimension de
H pour construire des fonctions méromorphes. On va démontrer les deux théorèmes de séparation des
points.

Pour un traitement des surfaces de Riemann non compactes et aussi pour le cas compact avec plus
de généralité, le lecteur peut lire le livre de Guenot et Narasimhan [8]. Dans le chapitre 5 ils montrent
qu’une surface de Riemann non compacte est une variété de Stein et donc en particulier les fonctions
holomorphes séparent les points.

Notation
— Les espace paracompacts et compacts sont toujours supposés séparés.
— Si (X,B, µ) est un espace mesuré, avec X un espace topologique, B la famille des boréliens de X

et µ une mesure quelconque sur B on note L2
µ(X) ou simplement L2

µ l’espace L2(X,B, µ). Si X est
un ouvert de Rn, on note λ la restriction de la mesure de Lebesgue aux boréliens de X. Dans ce
cas on note L2(X) ou L2 l’espace L2(X,B, λ). On note W 1(X) l’espace de Sobolev des fonctions
dans L2(X) qui admettent des dérivées faibles dans L2(X).

1. i.e. pour toute couple de points distincts de la surface il y a une fonction méromorphe qui à une valeur différent sur
les deux points.

2. i.e. pour tout point de la surface il y a une fonction méromorphe en admettant un pôle simple sur le point. On peut
voir cette propriété comme la propriété de « séparation des points doubles ».
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1 Résultats d’analyse
Dans cette section, on va démontrer quelques résultats remarquables d’analyse que l’on va utiliser

dans les sections suivantes.
Tout d’abord on rappelle des propriétés du quotient des espaces vectoriels normés, dont l’on a besoin

dans la démonstration du théorème clé 2.32 dans la section 2 et celle du théorème de la dualité 3.4 dans
la section 3.

Ensuite on va démontrer le fameux théorème de Riesz qui établit l’équivalence pour des espaces
vectoriels topologiques entre la finitude de la dimension et la compacité locale. On va l’utiliser pour
déduire le théorème de finitude 3.5 de la proposition 3.7 dans la section 3.

Dans la troisième sous-section on va démontrer l’inégalité de Poincaré-Wirtinger qui nous permet de
montrer que l’image d’un certain opérateur de cobord est fermé, à savoir le théorème 2.32 dans la section
2. Ce théorème clé sera une étape essentielle dans la démonstration du théorème de dualité 3.4 dans la
section 3.

Finalement on fournit un critère d’holomorphie, qui dit qu’une fonction L2 annulée au sens de distri-
butions par l’opérateur ∂z̄ coïncide presque partout avec une fonction holomorphe. C’est une proposition
que l’on va utiliser plusieurs fois, par exemple, dans la première démonstration du théorème de finitude
3.5, i.e. la démonstration de la proposition 3.7 dans la section 3.

1.1 Rappels sur les espaces vectoriels normés
On note avec F le corps topologique R ou C. Dans cette sous-section, on va rappeler quelques notions

sur les F-espaces vectoriels normés, à savoir, la notion d’espace vectoriel topologique quotient (par un
sous-espace fermé), la notion de morphisme strict et celle d’espace vectoriel dual topologique.

Définition-Proposition 1.1. Soit V un espace vectoriel normé sur F et soitW un sous-espace vectoriel
fermé de V . Alors l’espace vectoriel quotient V/W , muni de la norme définie par la formule ci-dessous :

‖ · ‖V/W : V/W −→ R+

ū = u+W 7→ inf
v∈ū
‖v‖V = inf

w∈W
‖u− w‖V

est un espace normé, que l’on appelle l’espace vectoriel normé quotient de V par W .

Démonstration. Il faut vérifier que l’application ‖ · ‖V/W ainsi définie est une norme sur l’espace V/W :
Positivité Comme ‖·‖V est une norme sur V , alors pour tout v ∈ V , ‖v‖V > 0. On a donc nécessairement

que pour tout ū ∈ V/W , ‖ū‖V/W > 0. Ainsi ‖ · ‖V/W est vraiment une application de V/W dans
R+.

Séparation Si ū ∈ V/W tel que ‖ū‖V/W = 0, alors

inf
w∈W

‖u− w‖V = 0,

ce qui implique que u ∈ W̄ . Comme W est fermé, u ∈W , i.e. ū = 0 est dans V/W .
Homogénéité Soit λ ∈ F et soit ū ∈ V/W , on a par définition que λ · ū = λu. Si λ = 0, l’homogénéité

est clairement vérifiée.
Si λ 6= 0, comme ‖ · ‖V est une norme, on a

‖λ · ū‖V/W = inf
v∈λu

‖v‖V = inf
v∈ū
‖λv‖V = inf

v∈ū
|λ| · ‖v‖V .

Comme |λ| est un réel positif,

‖λ · ū‖V/W = |λ| · inf
v∈ū
‖v‖V = |λ| · ‖ū‖V/W .

Inégalité triangulaire Soient ū, ū′ ∈ V/W . Alors pour tout v ∈ ū = u + W et pour tout v′ ∈ ū′ =
u′ +W , on a d’après l’inégalité triangulaire dans V :

‖v + v′‖V 6 ‖v‖V + ‖v′‖V

Passant a la borne inférieure inf pour v ∈ ū et v′ ∈ ū′ et on obtient :

inf
v∈ū,v′∈ū′

‖v + v′‖V 6 inf
v∈ū
‖v‖V + inf

v′∈ū′
‖v′‖V
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Mais on a

inf
v∈ū,v′∈ū′

‖v + v′‖V = inf
w,w′∈W

‖u− w + u′ − w′‖V = inf
w,w′∈W

‖(u+ u′)− (w + w′)‖V

= inf
w∈W

‖(u+ u′)− w‖V = ‖ū+ ū′‖V/W

Donc on a
‖ū+ ū′‖V/W 6 inf

v∈ū
‖v‖V + inf

v′∈ū′
‖v′‖V = ‖u‖V/W + ‖u′‖V/W

Finalement, on voit que l’application ‖ · ‖V/W ainsi définie est bien une norme sur l’espace vectoriel
V/W .

On démontre maintenant deux propositions qui caractérisent les espaces vectoriels normés quotients
définis ci-dessus. La première implique que l’espace vectoriel normé quotient que l’on vient de définir
est effectivement un quotient dans la catégorie N où les objets sont des espaces vectoriels normés et les
morphismes sont des applications linéaires non-expansives, à savoir qu’il vérifie une certaine propriété
universelle ; et la deuxième est un résultat sur la complétude des quotients vectoriels normés d’un espace
de Banach par un sous-espace fermé.

Proposition 1.2. Soit V un espace normé et soit W un sous-espace fermé de V . Alors l’espace V/W
défini dans la définition 1.1 et la projection canonique π : V → W , vérifient la propriété universelle des
quotients dans la catégorie N , à savoir que pour toute application linéaire non-expansive f : V → Z avec
Z un espace vectoriel normé telle que f s’annule sur W , alors il existe une unique application linéaire
non-expansive f̄ : V/W → Z telle que f = f̄ ◦ π, i.e. le diagramme suivant

V/W

V Z
f

π
∃!f̄

est commutatif.

Démonstration. On note d’abord que π est effectivement une application linéaire non-expansive car pour
tout u ∈ V , on a

‖π(u)‖V/W = ‖ū‖V/W = inf
v∈π(u)

‖v‖V 6 ‖u‖V .

On sait que des espaces vectoriels quotients vérifient la propriété universelle du quotient dans la
catégorie des espaces vectoriels. Donc si on se donne une telle f comme ci-dessus, on obtient par la
propriété universelle une unique application linéaire f̄ : V/W → Z qui fait commuter le diagramme.

Il reste donc à montrer que f̄ est non-expansive. Comme f est non-expansive, pour tout v ∈ V ,

‖f(v)‖Z 6 ‖v‖V .

Alors pour tout w ∈W , comme f(w) = 0, si on pose v̄ := π(v),

‖f̄(v̄)‖Z = ‖f(v − w)‖Z 6 ‖v − w‖V ,

d’où
‖f̄(v̄)‖Z 6 inf

w∈W
‖v − w‖V = ‖v̄‖V/W .

Comme π est surjective, f̄ est non-expansive.

Proposition 1.3. Si V un espace de Banach et W un sous-espace fermé de V , alors W est un espace
de Banach ; de plus, l’espace vectoriel normé quotient V/W est aussi un espace de Banach.
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Démonstration. Le sous-espace fermé W , muni de la norme induite par ‖ · ‖V est un espace de Banach
normé ; il est complet car V est complet et W est fermé. D’où W est un espace de Banach.

Maintenant on va montrer que V/W est un espace de Banach. Par la proposition précédente, V/W
est bien un espace normé, donc il suffit de montrer que V/W est complet. On prend une suite de Cauchy
(ūn)n∈N dans V/W , il suffit de montrer que (ūn)n∈N admet une sous-suite convergente. 3 En effet, comme
(ūn)n∈N est de Cauchy, on peut prendre une sous-suite (ūnk)k∈N de (ūn)n∈N, telle que pour tout k ∈ N
on ait

‖ūnk − ūnk+1
‖V/W <

1

2k
.

Choisissons v1 ∈ ūn1
= un1

+W , et on a par la définition de la norme d’espace vectoriel quotient que

inf
v∈ūn2

‖v1 − v‖V <
1

2
.

Donc on peut trouver v2 ∈ ūn2
, tel que ‖v1 − v2‖V < 1/2. On itère cette procédé : si l’on a déjà choisi

vk ∈ ¯unk , on a

inf
v∈ ¯unk+1

‖vk − v‖V <
1

2k
.

on peut donc trouver un vk+1 ∈ ūnk+1
, tel que

‖vk − vk+1‖V <
1

2k
.

Alors (vk)k∈N est bien une suite de Cauchy dans V , donc elle converge. Soit u la limite de (vk)k∈N dans
V , alors pour

‖ūnk+1
− ū‖V/W = inf

v∈ū,v′∈ūnk+1

‖v′ − v‖V 6 ‖vk+1 − u‖V <

+∞∑
n=k+1

1

2n
=

1

2k
.

d’où la suite (ūnk) converge vers ū dans V/W . Donc la suite de Cauchy (ūn)n∈N est convergente dans
V/W , ce qui implique que V/W est complet.

Considérons le cas où V est un espace de Hilbert, on a un résultat analogue :

Proposition 1.4. Soit V un espace de Hilbert muni du produit scalaire ( | )V et soit W un sous-espace
vectoriel fermé de V . Alors W est un espace de Hilbert et de plus, V/W est aussi un espace de Hilbert.

Démonstration. C’est claire que l’espace vectoriel fermé W muni du produit scalaire (( | )V )|W est un
espace de Hilbert. Il reste à montrer que le produit scalaire passe au quotient. Comme V est un espace
de Hilbert 4, on dispose d’une décomposition orthogonale

V = W ⊕W⊥.

Soit π1 (π2 resp.) la projection (orthogonale) vers W (W⊥ resp.). Alors pour tout u ∈ V , π2(u) ne
dépend que de la classe de u dans V/W . Donc l’application suivante :

( | )V/W : V/W × V/W → C
(ū1, ū2) 7→ (π2(u1)|π2(u2))V

est bien définie, ce qui donne le produit scalaire de V/W . De plus c’est bien une forme sesquilinéaire et
elle coïncide avec la norme que l’on vient de définir dans la définition 1.1 : pour tout v ∈ ū = u+W , on
a

(ū|ū)V/W = (π2(v)|π2(v))V = ‖π2(v)‖2V 6 ‖π1(u)‖2V + ‖π2(v)‖2V = ‖v‖2V .
Donc

(ū|ū)V/W 6 inf
v∈ū
‖v‖2V .

Mais π1(v) ∈W , donc π2(v) ∈ ū, d’où

(ū|ū)V/W = inf
v∈ū
‖v‖2V = ‖ū‖2V/W .

3. En général, dans un espace métrique, une suite de Cauchy converge si et seulement si elle admet une sous-suite
extraite convergente.

4. Ce résultat est aussi vrai pour le cas où V est un espace préhilbertien et W un sous-espace vectoriel fermé.
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Définition 1.5. Soient V et W deux F-espaces normés, alors on dit qu’une application linéaire continue
ϕ de V vers W est un morphisme strict si l’isomorphisme algébrique V/Kerϕ → Imϕ est un homéo-
morphisme.

Maintenant on va donner une caractérisation des morphismes stricts entre des espaces de Banach.

Théorème 1.6. Soient V et W des espaces de Banach sur F, soit T : V → W une application linéaire
continue. Alors T est strict si et seulement si Im(T ) est un sous-espace fermé de W .

Démonstration. L’application linéaire T induit un isomorphisme algébrique (ou linéaire) T̄ : V/Ker(T )→
Im(T ), c’est-à-dire, T̄ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Comme Ker(T ) est un sous-espace fermé
de l’espace de Banach V , alors par la proposition 1.3, Ker(T ) et V/Ker(T ) sont tous des espaces de
Banach.

Si T est strict, alors Im(T ) est homéomorphe à V/Ker(T ), ce dernier étant un espace de Banach,
Im(T ) l’est aussi. Comme Im(T ) est un sous-espace complet, donc Im(T ) est un sous-espace fermé de W .
Réciproquement, si Im(T ) est un sous-espace fermé de l’espace de Banach W , alors Im(T ) lui-même est
aussi un espace de Banach, donc par le théorème de l’application ouverte, l’application linéaire continue
bijective T̄ est ouverte, donc est un homéomorphisme, i.e. T est strict.

Définition-Proposition 1.7. Soit V un espace normé sur F on appelle dual topologique, et on note V ∗,
le F-espace vectoriel des formes linéaires continues de V vers F muni de la norme suivante : si ν ∈ V ∗
alors

‖ν‖V ∗ = sup
x∈V
‖x‖61

|ν(x)|.

Démonstration. On montre que ‖ · ‖V ∗ défini est une norme sur l’espace V ∗ :
Positivité, séparation et homogénéité Les trois propriétés sont des conséquences directes de la po-

sitivité, séparation et homogénéité de la norme ‖ · ‖V et de le module de F.
Inégalité triangulaire Soient ν1, ν2 ∈ V ∗, pour tout x ∈ V , |ν1(x) + ν2(x)| 6 |ν1(x)|+ |ν2(x)|, donc

‖ν1 + ν2‖V ∗ = sup
x∈V
‖x‖61

|ν1(x) + ν2(x)|‖x‖V 6 sup
x∈V
‖x‖61

|ν1(x)|+ |ν2(x)|‖x‖V 6 ‖ν1‖V ∗ + ‖ν2‖V ∗ .

Proposition 1.8. Si V est un espace normé V ∗, le dual topologique est un espace de Banach.

Démonstration. Soit {νi}i∈N une suite de Cauchy dans V ∗. Pour tout x ∈ V \ {0} et i, j ∈ N on a
|(νi − νj)(x)| 6 |x|‖νi − νj‖V ∗ par définition de la norme du dual. Cela implique que la suite {νi(x)}i∈N
est une suite de Cauchy en F, donc convergent. Soit ν∗ : V → F l’application F-linéaire telle que pour
tout x ∈ V , ν∗(x) = limi→∞ νi(x). Pour tout i et pour tout x différent de 0, on a |(ν∗ − νi)(x)| =
lim supj→∞ |(νj − νi)(x)| 6 ‖x‖V lim supj→∞ ‖νj − νi‖V ∗ . D’où on obtient soit

sup
x∈V
‖x‖61

|ν∗(x)| 6 sup
x∈V
‖x‖61

|(ν∗ − ν1(x))|‖x‖V + sup
x∈V
‖x‖61

|ν1(x)|‖x‖V 6 lim sup
j→∞

‖νj − ν1‖V ∗ + ‖ν1‖V ∗

et donc que ν∗ ∈ V ∗, soit νi → ν∗ parce que

lim sup
i→∞

‖ν∗ − νi‖V ∗ 6 lim sup
i→∞

lim sup
j→∞

‖νj − νi‖V ∗ = 0.

Théorème 1.9. Si V est un espace de Hilbert, alors V ∗, le dual topologique, est aussi un espace de
Hilbert. De plus l’application R-linéaire Θ : V → V ∗ qui a x ∈ V associe (·|x)V ∈ V ∗ est une isométrie
surjective. Dans le cas où F = C, on a que Θ est C-antilinéaire et (Θ(y)|Θ(x))V ∗ = (x|y)V .

Démonstration. L’application Θ est R-linéaire par la définition d’espace de Hilbert. Soit x ∈ V , alors
pour tout y ∈ V , on obtient par l’inégalité de Cauchy-Schwartz que |(y|x)V | 6 ‖y‖V ‖x‖V ; de plus,
|(x|x)V | = ‖x‖V ‖x‖V , d’où ‖Θ(x)‖V ∗ = ‖(·|x)‖V ∗ = ‖x‖V . Le morphisme Θ est aussi surjectif par le
théorème de représentation de Riesz. En particulier, si F = R, pour touts ν1, ν2 ∈ V ∗, (ν1, ν2)V ∗ :=
(θ−1(ν1), θ−1(ν2))V est un produit scalaire tel que (ν1, ν1)V ∗ = ‖ν1‖2V .

Finalement si F = C, l’application Θ est C-antilinéaire par la définition de norme hilbertienne sur C.
Si F = R, pour touts ν1, ν2 ∈ V ∗, (ν1, ν2)V ∗ := (θ−1(ν2), θ−1(ν1))V est un produit scalaire hermitien tel
que (ν1, ν1)V ∗ = ‖ν1‖2V .

6



1.2 Le théorème de compacité de Riesz
Ici on va discuter du théorème de Riesz qui établit l’équivalence entre la finitude de dimension, un

aspect algébrique, et la compacité locale, un aspect topologique. De plus, ce théorème s’applique sur tout
espace vectoriel topologique séparé.

On va donner des différentes démonstrations pour des résultats de différentes généralités.

Théorème 1.10 (Théorème de Riesz pour les espaces préhilbertiens). Soit V un espace préhilbertien,
alors V est localement compact si et seulement si V est de dimension finie.

Démonstration. Si V est un espace préhilbertien de dimension finie, alors les parties compactes de V
sont des parties fermées et bornées, d’où la compacité locale.

Soit V un espace préhilbertien localement compact. Supposons que V est de dimension infinie, alors
on peut trouver une suite infinie B de vecteurs linéairement indépendants. Par la procédé de Gram-
Schmidt, on peut supposer que les vecteurs dans B orthogonaux entre eux et de norme 1. Soit B̄ la
boule unité fermée de V , alors on a clairement que B ⊂ B̄. Comme V est localement compact, B̄ est
compacte, alors il existe une sous-suite convergente de B, disons (vn)n∈N. En conséquence, (vn)n∈N est
une suite de Cauchy dans V . Mais quels que soient m,n ∈ N, m 6= n, on a

‖vm − vn‖ = (vm − vn|vm − vn) = ‖vm‖2 + ‖vn‖2 − (vm|vn)− (vn|vm) = 2

car (vn|vm) = (vm|vn) = 0, donc vn ne peut pas être une suite de Cauchy dans V . Contradiction.

Théorème 1.11 (Théorème de Riesz pour les espaces vectoriels normés). Soit V un espace vectoriel
normé, alors V est localement compact si et seulement si V est de dimension finie.

Démonstration. La suffisance déduit du théorème de Heine-Borel et du fait que sur un R-espace vectoriel
de dimension finie, toute norme équivaut à la norme euclidienne.

Démontrons que la condition est nécessaire. Supposons que (V, ‖ · ‖) est localement compact. Soit U
un voisinage ouvert de 0 dans V , tel que Ū est compact. Maintenant on pose pour tout n ∈ N

Un =
1

2n
U

Alors on a U0 = U , U1 = U/2. On prend U = {v + U1}v∈Ū un recouvrement de Ū , comme Ū compact,
U admet un sous-recouvrement fini U0 = {vi + U1}ni=1. Soit W = 〈v1, . . . , vn〉 le sous-espace vectoriel
de V engendré par les vi, alors W est de dimension finie (dimW 6 n). On veut montrer que V = W .
Pour cela, comme U est un voisinage de 0, il suffit de montrer que U ⊂ W . En effet, comme U est un
voisinage ouvert de 0, il existe une boule centrée en 0 de rayon r contenue dans U . Quelque soit v 6= 0
dans V , on a v0 = rv/‖v‖ ∈ B(0, r) ⊂ U , donc si on peut montrer que U ⊂ W , on a v0 ∈ W ; mais W
est un espace vectoriel, donc v ∈W , ce qui implique que V = W .
Enfin on montre que U ⊂ W . Par la construction de W , on a U = U0 ⊂ W + U1 ; en divisant par 2, on
obtient alors

U/2 = U1 ⊂W/2 + U1/2 = W + U2

En itérant le procédé, on a : ∀n ∈ N, U ⊂W+Un, donc U ⊂ W̄ . MaisW est un sous-espace de dimension
finie, donc surW la norme ‖ ·‖ est équivalente à la norme euclidienne et doncW est complet par rapport
à la norme ‖ · ‖. On sait qu’un sous-espace complet d’un espace vectoriel normé est fermé, d’où W est
fermé, i.e. W = W . Donc U ⊂W .

L’équivalence entre locale compacité et la finitude de dimension est vraie aussi pour les espaces de
Fréchet, ce qui constitue un lemme fondamental dans la démonstration du lemme de Schwartz :

Théorème 1.12 (L. Schwartz). Soient E et F deux espaces de Fréchet, f et g : E → F deux applications
linéaires continues telles que f +g soit surjective et f compacte. Alors Im g est fermée et de codimension
finie dans F .

Ce théorème de Schwartz est un point clé dans la démonstration du théorème de finitude de Cartan-
Serre qui est une version générale du théorème de finitude que l’on va démontrer dans la section 3.
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1.3 L’inégalité de Poincaré-Wirtinger
L’inégalité de Poincaré classique est une inégalité sur un ouvert U de Rn borné dans une direction

dans l’espace W 1,p
0 (U) (la fermeture des fonctions C∞0 (U)). Cette inégalité permet de borner la norme

Lp d’une fonction avec la norme Lp de son gradient au sens des distributions. Il y a plusieurs façons
d’obtenir des estimations semblables, qui dépendent de la géométrie du domaine de définition. Un exemple
est l’inégalité de Poincaré-Wirtinger sur une boule de R2 qu’on va présenter dans cette section. On va
noter BR := B(0, R) et I l’intervalle [0, 1].

Théorème 1.13 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger). Si f est un fonction dans W 1(BR) à moyenne nulle,
alors

‖f‖L2(BR) 6 8R‖∇f‖L2(BR).

Démonstration. Comme les normes de l’inégalité sont continue par rapport à la norme de W 1(BR)
et par la densité des fonctions C1(BR) dans l’espace W 1(BR), c’est suffisent montrer l’inégalité avec
f ∈ C1(BR). Par le théorème du calcul intégral, pour touts x, y ∈ BR on a

f(x)− f(y) =

∫
I

∇f(tx+ (1− t)y)(x− y)dt.

En intégrant par rapport à y, par l’hypothese sur la moyenne de f , on obtient

f(x) = λ(BR)−1

∫∫
BR×I

∇f(tx+ (1− t)y)(x− y)dtdy.

Donc

|f(x)|2 = λ(BR)−2

∣∣∣∣∫∫
BR×I

∇f(tx+ (1− t)y)(x− y)dtdy

∣∣∣∣2
et par l’inégalité de Cauchy-Schwartz,

|f(x)|2 6 λ(BR)−1

∫
BR×I

|∇f(tx+ (1− t)y)|2|x− y|2dtdy.

En intégrant par rapport à x,∫
BR

|f(x)|2dx 6 λ(BR)−1

∫∫∫
B2
R×I
|∇f(tx+ (1− t)y)|2|x− y|2dtdydx.

L’integral de droite est invariant par rapport à la transformation x 7→ y et t 7→ (1− t), alors∫∫∫
B2
R×I
|∇f(tx+ (1− t)y)|2|x− y|2dtdydx = 2

∫∫∫
B2
R×[1/2,1]

|∇f(tx+ (1− t)y)|2|x− y|2dtdydx.

Si on pose z := tx+ (1− t)y, comme |x− y|2 = t−2|z − y|2 et le Jacobien est t−2, alors on obtient∫
BR

|f(x)|2dx 6 2λ(BR)−1

∫∫∫
A

|∇f(z)|2|z − y|2t−4dtdydz 6

6 2λ(BR)−1

∫∫∫
B2
R×[1/2,1]

|∇f(z)|2|z − y|2t−4dtdydz.

Où A est une certaine partie de B2
R × [1/2, 1]. Comme |z − y| 6 2R et t−4 6 24, on obtient∫
BR

|f(x)|2dx 6 (8R)2

∫
BR

|∇f(z)|2dz.
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1.4 Un critère d’holomorphie
On considère C, identifié avec le plan réel R2. Soit D le disque ouvert du plan complexe de rayon 1.
Une fonction holomorphe est définie comme une fonction C1 qui est solution de l’équation de Cauchy-

Riemann. Étonnamment on a qu’une distribution quelconque qui est solution de l’équation de Cauchy-
Riemann est une fonction holomorphe. On va bien voir cette propriété en donnant deux démonstrations
différentes. La première avec des rudiments de la théorie des opérateurs elliptique et la théorie des
distributions ; l’autre par approximation de h et donc en utilisant quelque résultat sur le produit de
convolution.

Théorème 1.14. Soit h une fonction à carré sommable sur D, telle que pour toute fonction f de classe
C∞ à support compact dans D, on a ∫

D
h(x)

∂f

∂z̄
(x) dx = 0.

Alors h coïncide presque partout avec une fonction holomorphe.

1.4.1 Première démonstration

L’opérateur ∂z̄ est un opérateur différentiel linéaire à coefficients constants qui a une solution fonda-
mentale C∞ hors l’origine, donc c’est hypoelliptique. Cela veut dire que les solutions au sens faible de
∂z̄T = 0 sont des fonctions C∞. En particulier, comme la dérivé par rapport à z̄ est nulle ces sont des
fonctions holomorphes. On voit en détail les passages.

Définition 1.15. On dit que P est un opérateur différentiel linéaire à coefficients constants dans Rn si

P =
∑
|α|6n

aα∂
α

où α ∈ Nn, les aα sont dans C et ∂α sont les composées de dérivations au sans des distributions. On dit
qu’une distribution E définie sur Rn est une solution fondamentale de P si PE = δ0.

On va admettre le résultat suivant.

Théorème 1.16. Soit P un opérateur différentiel linéaire à coefficients constants dans Rn. Si P a une
solution fondamentale E telle que la restriction à Rn \ {0} est une fonction C∞, alors pour toute partie
ouverte Ω de Rn et pour tout F ∈ C∞(Ω), les solutions de l’équation PT = F dans D′(Ω) sont dans
C∞(Ω).

Dans notre cas on peut montrer grâce au théorème de Stokes le fait suivant.

Lemme 1.17. La fonction 1/πz est une solution fondamentale de ∂z.

Grâce cela on peut démontrer finalement le théorème 1.14.

Démonstration 1 du théorème 1.14. On peut récrire l’hypothèse comme ∂z̄Th = 0, où Th est la distri-
bution régulière associée à h. Par le lemme 1.17, on peut appliquer le théorème 1.16, en remplaçant
P = ∂z̄, T = Th et F = 0. Ce qu’on obtient c’est que Th est C∞(D) et donc il existe une fonction h̃ dans
C∞(D), égale à h presque partout et telle que ∂z̄h̃ = 0 au sens fort. Donc h̃ est holomorphe parce que la
composante antilinéaire de la différentielle est nulle.

1.4.2 Deuxième démonstration

Une démonstration sans le langage des distributions est aussi possible sans trop de complications. La
raison est que les fonctions holomorphes ont une propriété très particulière par rapport à la norme L2 et
cela rend plutôt facile obtenir une démonstration par un argument d’approximation.

On fait tout d’abord un bref rappel sur l’approximation des fonctions L2 par convolution avec une
approximation de l’unité.

Définition 1.18. Soit ρ1(x) une fonction de Rd à moyenne 1 positive à support compact, soient ρn(x) :=
n−dρ1(nx) pour n > 1. Alors on appelle {ρn}n∈N une approximation de l’unité.

On admet le lemme suivant sur les approximations de l’unité.
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Théorème 1.19. Soit g ∈ L2
µ(D), où µ est une mesure absolument continue par rapport à la mesure de

Lebesgue, qui admet une densité continue et bornée sur D. Soit {ρn}n∈N une approximation de l’unité
de R2. Soient gn := g ∗ ρn pour tout n. Alors les fonctions gn sont C∞ sur R2 et les gn|D convergent à
g dans L2

µ(D). En plus si ∂ig ∈ L2
µ(D) alors ∂ign|D convergent dans L2

µ(D) à ∂ig. Finalement si g est à
support compact dans D, alors, pour n assez grand, supp(gn) ⊆ D.

On va maintenant montrer qu’une suite de fonctions holomorphes qui converge en norme L2 converge
vers une fonction holomorphe. On commence par un théorème très classique d’analyse complexe.

Théorème 1.20. Si une suite de fonctions {fn}n∈N holomorphes définies sur D converge à f uniformé-
ment sur tous les compacts, alors f est holomorphe sur D.

Démonstration. On sait que la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue. Ainsi f
est continue sur tout compact de D, donc est continue sur D. Par le théorème de Morera, pour montrer
que f est holomorphe c’est suffisent montrer que f(z)dz est une forme fermée. Pour avoir cela il suffit
de prouver que

∫
γ
f(z)dz = 0 pour tout γ bord d’un rectangle contenu dans D. Comme f est la limite

uniforme de la suite {fn}n∈N, alors sur le bord de tout rectangle on a∫
γ

f(z)dz = lim
n

∫
γ

fn(z)dz = 0.

Ce théorème a comme conséquence le lemme suivant.

Lemme 1.21. Pour toute partie compacte de D il existe CK ∈ R tel que pour toute g fonction holomorphe
dans L2(D) on ait ‖g‖L∞(K) 6 CK‖g‖L2(D). En plus les classes représentées par une fonction holomorphe
sur D constituent une partie fermée de L2(D).

Démonstration. Si K est une partie compacte de D, on a que r := dist(K,Dc) > 0. Soit z ∈ K, et soit
B := B(z, r) ⊆ D une boule ouvert. Soit g une fonction holomorphe dans L2(D). Par la propriété de la
moyenne et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|g(z)| =
∣∣∣∣λ(B)−1

∫
B

g(x)dx

∣∣∣∣ 6 λ(B)−1

∫
B

|g(x)|dx 6 λ(B)−1/2

(∫
D
|g(x)|2dx

)1/2

.

Alors ‖g‖L∞(K) 6 CK‖g‖L2(D), où CK := λ(B)−1. En conséquence si {fn}n∈N est une suite de fonctions
holomorphes qui converge à f en norme L2, alors par l’inégalité la suite converge uniformément sur tout
compact de D. Par le théorème 1.20, cela implique que f est holomorphe.

On peut finalement donner la deuxième démonstration du théorème 1.14.

Démonstration 2 du théorème 1.14. Par abuse de notation on appelle encore h la fonction définie sur
tout R2 qui coïncide avec h sur D et vaut 0 dehors D. Soit {ρn}n∈N une approximation de l’unité dans
D et soient hn := h ∗ ρn. Maintenant il faut traduire l’hypothèse sur h par des hypothèses sur toutes hn.
Pour faire cela il faut utiliser deux identités.

Lemme 1.22. Pour toute fonction f de classe C∞ à support compact dans D et pour tout n ∈ N, on a∫
R2

(h ∗ ρn)(x)
∂f

∂z̄
(x) dx =

∫
R2

h(x)

(
ρ̌n ∗

∂f

∂z̄

)
(x) dx (1.4.1)

et pour tout x ∈ R2, (
ρ̌n ∗

∂f

∂z̄

)
(x) =

∂

∂z̄
(ρ̌n ∗ f) (x). (1.4.2)

Démonstration du lemme. La première identité est obtenu par changement de variables, en utilisant le
théorème de Fubini. On peut appliquer ce théorème comme ρn et f sont C∞ à support compact et h est
L1. Ainsi si on pose x′ := x− y, y′ = −y et ρ̌n(y) := ρn(−y), alors∫

R2

(h ∗ ρn)
∂f

∂z̄
dx =

∫
R2

∫
R2

(h(x− y)ρn(y)) dy
∂f

∂z̄
(x) dx =

=

∫
R2

∫
R2

h(x′)ρ̌n(y′)
∂f

∂z̄
(x′ − y′) dy′dx′ =

=

∫
R2

h(x′)

(
ρ̌n ∗

∂f

∂z̄

)
(x′) dx′.
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La deuxième égalité est une conséquence du théorème de dérivation sous le signe d’intégral. On peut
l’utiliser, comme f et ρ̌n sont C∞ à support compact.

Soit BR la boule fermée centré en 0, de rayon R. On veut montrer que h est holomorphe sur tout
B̊R pour R < 1. On fixe R < 1 ; soit f une fonction C∞ à support dans B̊R. Comme {ρ̌n}n∈N est
une approximation de l’unité, le théorème 1.19 dit que pour tout n, la fonction ρ̌n ∗ f est C∞ sur R2.
En plus, comme f est à support compact, pour n > NR, avec NR ∈ N qui dépend seulement de R,
supp(ρ̌n ∗ f) ⊆ D. Ainsi par les deux identités du lemme et par l’hypothèse, pour n > NR,

∫
R2

hn(x)
∂f

∂z̄
(x) dx =

∫
R2

(h ∗ ρn)(x)
∂f

∂z̄
(x) dx =

∫
R2

h(x)

(
ρ̌n ∗

∂f

∂z̄

)
(x) dx =

=

∫
R2

h(x)
∂

∂z̄
(ρ̌n ∗ f) (x) dx = 0.

Par le théorème 1.19, pour tout n, hn est C∞ sur R2 et par hypothèse f est à support compact, donc
par le théorème de Stokes, ∫

R2

∂hn
∂z̄

(x)f(x) dx = −
∫
R2

hn(x)
∂f

∂z̄
(x) dx.

On note que on peut écrire aussi que pour n > NR,∫
BR

∂(hn|BR)

∂z̄
(x)f(x) dx = 0.

Comme les fonctions C∞ à support compact dans BR sont denses dans L2(BR), alors ∂z̄hn |̊(BR)
= 0

et donc hn |̊(BR)
est holomorphe pour n > NR. Par le théorème 1.19, hn

L2

→ h, donc on a aussi

hn|BR
L2(BR)→ h|BR . Par le théorème 1.20, comme pour n > NR les hn|B̊R sont holomorphes, h|B̊R est

holomorphe.
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2 Espaces de Sobolev de formes différentielles
Soit X une surface de Riemann, on veut construire des espaces de formes différentielles complexes.

On peut pas utiliser simplement les espaces de formes C∞ parce que pour démontrer la dualité il faut
utiliser des espaces de Banach. Dans cette section on commence en rappellent la définition de fibré
vectoriel complexe sur X e de forme différentielles complexes. On définit l’opérateur de Hodge sur les
1-formes différentielles et on voit quelque propriété basilaire. Ensuite on construit des espaces de Sobolev
E0
ω, E1 et E2

ω, où ω est une certaine forme volume et on montre des résultats sur l’opérateur différentiel
d. On va montrer à la fin que grâce à l’inégalité de Poincaré-Wirtinger, d : : E0

ω → E1 est un morphisme
strict. C’est un point clé pour la démonstration de la finitude de la dimension de H.

2.1 La structure complexe de X

On va étudier maintenant les surfaces de Riemann. On commence en donnant la définition.

Définition 2.1. On appelle surface de Riemann une variété complexe de dimension 1. En particulier
on suppose qu’elle est séparé et à base dénombrable.

Remarque. L’ensemble ∅ muni de l’atlas {∅} est en particulier une surface de Riemann.

Comme X est aussi une variété différentielle, elle admet un fibré tangent réel TX,R. Si (ϕj , Uj) sont des
cartes de X alors on peut identifier pour tout x l’espace tangent en x, TX,x à C, grâce aux différentielles.
Alors on a des endomorphismes

Jj : TUj ,R → TUj ,R

induits par les endomorphismes id× ·i de Uj × C.

Lemme 2.2. Si X est une surface de Riemann il existe un endomorphisme global J de TX,R telle que
les restrictions en TUj ,R sont Jj, en plus J2 = −IdTX,R .

Démonstration. Il suffit de vérifier que les morphismes Jj sont le même sur l’intersection. Si Uj1 ∩Uj2 est
non vide alors la fonction ϕj2 ◦ϕ−1

j1
: ϕj1(Uj1∩Uj2)→ ϕj2(Uj1∩Uj2) est holomorphe. Donc la différentielle

est C-linéaire et cela veut dire qu’elle commute avec la multiplication par i. Comme J2
j = −IdTUj,R pour

tout j, alors J2 = −IdTX,R .

Si TX,C := TX,R ⊗ C, on peut étendre J à TX,C par linéarité. En plus pour tout Uj on prend comme
base du C-espace vectoriel TUj ,C,

∂

∂z
=

1

2

( ∂
∂x
− i ∂

∂y

)
∂

∂z̄
=

1

2

( ∂
∂x

+ i
∂

∂y

)
.

On note que J est C-linéaire et il envoie ∂
∂x vers ∂

∂y et ∂
∂y vers − ∂

∂x et encore ∂
∂z vers i ∂∂z et ∂

∂z̄ vers
−i ∂∂z̄ .

On commence à donner la définition d’une k-forme différentielle (complexe).

Définition 2.3. On appelle k-forme différentielle (continue) ou k-forme (continue) une section (conti-
nue) du fibré vectoriel

∧k
T ∗X,C. On dit qu’une 1-forme est de type (1, 0) si sur toute carte elle annule ∂

∂z̄

et de l’autre côté on dit que elle est de type (0, 1) si elle annule ∂
∂z . Pour toute carte de X on va noter

dz et dz̄ la base duale de ∂
∂z ,

∂
∂z̄ , en particulier dz = dx+ idy et dz̄ = dx− idy.

Remarque. Une forme est de type (1, 0) si et seulement si pour toute carte on peut l’écrire dans la forme
fdz. De l’autre côté une forme est de type (0, 1) si et seulement si pour toute carte on peut l’écrire dans
la forme fdz̄.

Lemme 2.4. Une 1-forme qui est à la fois de type (1, 0) et de type (0, 1) est la forme 0. En plus toute
1-forme est de façon unique la somme d’une forme de type (1, 0) et d’une forme de type (0, 1).

Démonstration. Une 1-forme qui annule à la fois ∂
∂z et ∂

∂z̄ dans toutes les cartes fais 0 si évaluée sur tout
élément du fibré tangent, donc elle est la forme 0.

Soit α une 1-forme, et soient

α1,0 :=
1

2

(
α− iαJ

)
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α0,1 :=
1

2

(
α+ iαJ

)
.

On a clairement α = α1,0 + α0,1 et si on applique ces deux formes à ∂
∂z et ∂

∂z̄ pour tout point de X on
voit par calcul qu’elles sont de type (1, 0) et (0, 1) respectivement. Si β1,0 et β0,1 sont des autres forme
de type (1, 0) et (0, 1) telles que α = β1,0 + β0,1, alors α1,0 − β1,0 = α0,1 − β0,1 et α1,0 − β1,0 doit être
au même temps de type (1, 0) et de type (0, 1), donc c’est 0.

Maintenant on veut définir l’opérateur de Hodge. On commence en définissant

τ : T ∗X,R ⊗R C→ T ∗X,R ⊗R C

par conjugaison complexe à droite, on va noter cette application avec une barre. On va utiliser les identités
suivantes : dzJ = idz, dz̄J = −idz̄ et dz = dz̄, dz̄ = dz.

Définition 2.5. Si α est une 1-forme on définit ∗α := −αJ . On appelle cet opérateur, l’opérateur de
Hodge.

Lemme 2.6. L’opérateur de Hodge est C-antilinéaire et il envoie dz vers idz̄ et dz̄ vers −idz. Donc il
envoie formes de type (1, 0) en forme de type (0, 1) et vice versa. En plus ∗2 = −Id.

Démonstration. Pour toute α ∈ E1 et pour tout λ ∈ C, ∗(λα) = −λαJ = λ(∗α). On calcul maintenant
∗dz = −dzJ = −idz = idz̄ et ∗dz̄ = −dz̄J = idz̄ = −idz̄. Encore on a pour toute α ∈ E1

∗2α = −τ ◦ (∗α) ◦ J = −τ ◦ (−τ ◦ α ◦ J) ◦ J = τ2 ◦ α ◦ J2.

Comme τ2 = Id et J2 = −Id, on a ∗2α = −α, ainsi ∗2 = −Id.

Définition 2.7. On dit qu’une 2-forme η est réelle (resp. positive, resp. strictement positive) si pour
tout x ∈ X, ηx

(
∂
∂x ,

∂
∂y

)
est réelle (resp. positif, resp. strictement positif).

Remarque. Toute 2-forme positive (resp.strictement positive) a intégral sur X positive (resp.strictement
positive).

Lemme 2.8. Pour toutes α et β 1-formes, on a que α∧∗β = β ∧ ∗α et en plus α∧∗α est réelle positive
et strictement positive aux points où α ne s’annule pas.

Démonstration. On note que pour tout α et β 1-formes et pour tout point x ∈ X,

(α ∧ ∗β)x

( ∂
∂x
,
∂

∂y

)
= αx

( ∂
∂x

)
(∗β)x

( ∂
∂y

)
− αx

( ∂
∂y

)
(∗β)x

( ∂
∂x

)
=

= αx

( ∂
∂x

)
βx

( ∂
∂x

)
+ αx

( ∂
∂y

)
βx

( ∂
∂y

)
=

= αx

( ∂
∂x

)
βx

( ∂
∂x

)
+ αx

( ∂
∂y

)
βx

( ∂
∂y

)
.

Grâce à ce calcul, si on change α avec β dans la formule on obtient que α ∧ ∗β et β ∧ ∗α sont égaux
sur

(
∂
∂x ,

∂
∂y

)
et donc, comme elles sont des 2-formes sur un espace de dimension deux, elles sont égaux.

Si on pose β = α dans la formule par contre on obtient

(α ∧ ∗α)x

( ∂
∂x
,
∂

∂y

)
=
∣∣∣αx( ∂

∂x

)∣∣∣2 +
∣∣∣αx( ∂

∂y

)∣∣∣2
et ainsi le résultat final.

On va faire un petit calcul.

Lemme 2.9. Si U est un ouvert de C et f et g sont deux fonctions complexes définies sur U , alors
(fdz + gdz̄) ∧ ∗(fdz + gdz̄) = 2(|f |2 + |g|2) (dx ∧ dy).
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Démonstration. On a déjà vu que ∗dz = idz̄ et ∗dz̄ = −idz, alors

(fdz + gdz̄) ∧ ∗(fdz + gdz̄) = (fdz + gdz̄) ∧ i(f̄dz̄ − ḡdz) = i(|f |2 + |g|2) (dz ∧ dz̄).

Mais dz∧dz̄ = (dx+idy)∧(dx−idy) = −2i (dx∧dy), alors on trouve exactement le résultat cherché.

Une classe très importante de 1-formes est la classe des formes différentielles holomorphes.

Définition 2.10. On appelle forme holomorphe sur une surface de Riemann X toute forme différentielle
α de type (1, 0) sur X telle que sur toute carte analytique (U,ψ) de X, α|U admet en coordonnées locales
z associées à ψ une expression locale f(z)dz où f est une fonction holomorphe sur ψ(U).

On admet le théorème suivant.

Théorème 2.11. Les formes holomorphes sont localement exactes. En plus si l’intégral de la forme sur
tout lacet de X est égal à zéro alors la forme est exacte.

On montre maintenant :

Proposition 2.12. Si α est holomorphe et df = α alors f est holomorphe sur X.

On peut le vérifier localement : pour tout x ∈ X, on veut montrer que f est holomorphe en x. Soit
(U, φ, z) de X centrée en x telle que φ(U) = D, alors par la commutativité de la dérivée extérieure et le
tiré en arrière on a :

(φ−1)∗(α|U ) = (φ−1)∗(df |U )| = d((φ−1)∗f |U ) = d(f |U ◦ φ−1) =
∂fφ
∂z

dz +
∂fφ
∂z̄

dz̄

où fφ = f |U ◦ φ−1 est une fonction de classe C1 sur D. Mais α est une forme holomorphe sur X, donc
(φ−1)∗(α|U ) est une forme différentielle holomorphe sur D, ce qui s’écrit h(z)dz avec h une fonction
holomorphe sur D, d’où on a que

∂fφ
∂z

= h

est holomorphe et que
∂fφ
∂z̄

= 0.

Par le théorème 1.14, fφ coïncide presque partout avec une fonction holomorphe sur D, mais fφ est de
classe C1 car f l’est, donc fφ est holomorphe sur D. Ainsi f est holomorphe en x pour tout x ∈ X. Donc
f est une fonction holomorphe globale sur X.

2.2 L’espace E1

On va maintenant à étudier différents espaces de formes. On suppose à partir de maintenant que X
soit compacte.

Un théorème qu’on va utiliser beaucoup c’est le suivant.

Théorème 2.13. Si X est un espace topologique et µ est une mesure sur les boréliens, alors L2
µ(X) est

complet.

Définition 2.14. On dit qu’une 1-forme est mesurable si toute expression locale est de la forme fdz+gdz̄
où f et g sont mesurables. On note Ẽ1(X) l’ensemble de 1-formes mesurables α de X telles que∫

X

α ∧ ∗α <∞.

On note pour toutes α, β ∈ Ẽ1

(α|β)Ẽ1 :=

∫
X

α ∧ ∗β

et ‖α‖Ẽ1 := (α|α)
1/2

Ẽ1
. Maintenant on indique E1(X) l’espace Ẽ1(X) modulo les formes α ∈ Ẽ1(X) telles

que ‖α‖Ẽ1 = 0. On note pour toutes [α], [β] ∈ E1, ([α]|[β])E1 := (α|β)Ẽ1 et ‖[α]‖E1 := ‖α‖Ẽ1 . On va
confondre un élément de E1, donc une classe, avec un représentant quelconque.

Lemme 2.15. L’espace
(
E1, ( | )E1

)
est un espace préhilbertien complexe.
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Démonstration. La fonction ( | )E1 est une expression hermitienne, en fait si α, β, γ ∈ E1 et λ ∈ C,

(λα+ β, γ)E1 =

∫
X

(λα+ β) ∧ γ = λ

∫
X

α ∧ γ +

∫
X

β ∧ γ = λ(α, γ)E1 + (β, γ)E1 .

En plus par le lemme 2.8

(β, α)E1 =

∫
X

β ∧ ∗α =

∫
X

α ∧ ∗β = (α, β)E1 .

La forme hermitienne ( | )E1 est un produit scalaire par le lemme 2.8, comme si α ∈ E1, (α, α)E1 =∫
X
α ∧ ∗α > 0 et c’est 0 si et seulement si α = 0.

Lemme 2.16. L’espace
(
E1, ( | )E1

)
est complet.

Démonstration. Soit {αn}n∈N ⊆ E1 une suite de Cauchy et soit {Ui}16i6m un recouvrement des ouverts
de cartes. Soit encore {φi}16i6m une partition C∞ de l’unité subordonnée au recouvrement {Ui}16i6m.
Soient pour tout n ∈ N et 1 6 i 6 m, α(i)

n := φiαn. On peut écrire α(i)
n = f

(i)
n dz + g

(i)
n dz̄ avec f (i)

n , g
(i)
n

des fonctions sur Ui. Les espaces L2(Ui) sont complets par le théorème 2.13. Par le lemme 2.9, pour touts
n1, n2 ∈ N on a que

‖α(i)
n1
− α(i)

n2
‖2E1 = 2

(
‖f (i)
n1
− f (i)

n2
‖2L2 + ‖g(i)

n1
− g(i)

n2
‖L2

)
. (2.2.1)

Alors pour tout i les suites {f (i)
n }n∈N et {g(i)

n }n∈N sont de Cauchy. Par complétude, {f (i)
n }n∈N et

{g(i)
n }n∈N convergent en norme L2 à des fonctions dans L2(Ui), qu’on appelle f (i) et g(i). Encore par

l’identité 2.2.1 cela veut dire que si α(i) := f (i)dz + g(i)dz̄, alors α(i)
n 7→ α(i) dans E1. Comme αn =∑m

i=1 α
(i)
n , si α :=

∑m
i=1 α

(i) alors αn 7→ α dans E1.

Lemme 2.17. L’opérateur de Hodge ∗ : E1 → E1 est une isométrie.

Démonstration. Soit α ∈ E1, alors

‖ ∗ α‖2E1 = (∗α| ∗ α) =

∫
X

∗α ∧ ∗2α = −
∫
X

∗α ∧ α =

∫
X

α ∧ ∗α = (α|α) = ‖α‖2E1

donc ‖ ∗ α‖ = ‖α‖, du coup ∗ est une isométrie.

Lemme 2.18. L’espace C∞(X,T ∗X,C) est dense dans E1(X).

Démonstration. Soit {Ui}16i6m un recouvrement des ouverts de cartes avec images D et soit {φi}16i6m
une partition C∞ de l’unité subordonnée au recouvrement {Ui}16i6m. Soit α ∈ E1 et soient αi := φiα,
alors dans toute Ui on peut écrire αi comme f (i)dz+g(i)dz̄, avec f (i) et g(i) dans L2(D). Par le théorème
1.19 pour tout i ils existent {f (i)

n }n∈N et {g(i)
n }n∈N fonctions C∞ à support dans Ui qui convergent à

f (i) et g(i) respectivement en norme L2. Par le lemme 2.9 les 1-formes α(i)
n := f

(i)
n dz + g

(i)
n dz̄ convergent

pour tout i vers α(i) dans E1(X). En plus les α(i)
n sont des formes dans C∞(X,T ∗X,C) par construction,

alors si on prend pour tout n, αn :=
∑m
i=1 α

(i)
n on a αn ∈ C∞(X,T ∗X,C) et {αn}n∈N converge à α dans

E1(X).

Définition 2.19. On note E1,0(X) et E0,1(X) ou simplement E1,0 et E0,1 les sous-espaces de formes
de type (1, 0) et (0, 1) de E1.

Proposition 2.20. Les espaces E1,0 et E0,1 sont sous-espaces fermés de E1, orthogonaux entre eux et
E1 = E1,0 ⊕ E0,1.

Démonstration. Soit {αn}n∈N une suite de 1-formes de type (1, 0) qui converge dans E1 vers α. Pour
toute carte on peut écrire αn = fndz, alors par le lemme 2.9 α est localement de la forme fdz. Cela
implique que α est une forme de type (1, 0). Par symétrie on peut faire le même raisonnement pour une
suite dans E0,1, donc les deux espaces sont fermés.

Pour l’orthogonalité il faut montrer que pour toute α ∈ E1,0 et β ∈ E0,1, (α|β)E1 = 0. On a que ∗β
est de type (1, 0), donc α ∧ ∗β = 0, cela implique que α et β sont orthogonaux.

La décomposition d’espaces vectoriels E1 = E1,0 ⊕ E0,1 est une conséquence du lemme 2.4.
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Maintenant on va définir une forme bilinéaire 〈 , 〉 sur E1 à l’aide de laquelle on obtient des dualités
qu’on va utiliser dans la section 3 :

Définition-Proposition 2.21. Pour toutes α, β ∈ E1, on pose

〈α, β〉 :=

∫
X

α ∧ β.

La fonction 〈 , 〉 : E1 × E1 → C est une forme C-bilinéaire alterné continue. En plus

〈α, β〉 = −(α| ∗ β)E1 .

Démonstration. D’après le lemme 2.6, on a :

〈α, β〉 = (α| − ∗β)E1 = −(α| ∗ β)E1 .

Comme premières conséquences de l’identité on a que par le lemme 2.15 la forme est C-bilinéaire et que
〈α, α〉 = 0 par l’orthogonalité entre α et ∗α. En plus, comme dans le lemme 2.15 on a montré que ( | )E1

est un produit scalaire, alors par l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

|〈α, β〉| = |(α| ∗ β)E1 | 6 ‖α‖E1 · ‖ ∗ β‖E1 = ‖α‖E1 · ‖β‖E1

ce qui implique que 〈 , 〉 est une forme bilinéaire continue sur E1.

On utilise cette forme bilinéaire pour montrer une dualité entre E1,0 et E0,1.

Proposition 2.22. La forme bilinéaire 〈 , 〉 définit un isomorphisme entre E1,0 et le dual de E0,1.

Démonstration. Soit φ : E1,0 → (E0,1)∗, qui à α associe α∗ := 〈α, ·〉. L’application φ est bien définie car
la forme bilinéaire 〈 , 〉 est continue. De plus, on montre que ‖α‖E1 = ‖α∗‖(E1)∗ , pour tout α ∈ E1,0. En
effet, pour tout α ∈ E1,0 et β ∈ E0,1, on a α∗(β) = |〈α, β〉| 6 ‖α‖E1 · ‖β‖E1 donc ‖α∗‖(E1)∗ 6 ‖α‖E1 ; en
posant β = ∗α ∈ E0,1 on a α∗(∗α) = (α|α) = ‖α‖2, donc ‖α‖E1 = ‖α∗‖(E1)∗ , d’où φ est une isométrie.
En particulier φ est continue injective.
L’application φ est surjective : E0,1 est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire ( | )E1 ,
soit Θ : E0,1 → (E0,1)∗ le morphisme canonique du théorème 1.9. Pour tout ν ∈ (E0,1)∗ et pour tout
γ ∈ E0,1, on a

(γ|Θ−1(ν)) = 〈γ, ∗(Θ−1(ν))〉 = −〈∗(Θ−1(ν)), γ〉 = 〈− ∗ (Θ−1(ν)), γ〉

donc si on pose αν = − ∗ (Θ−1(ν)) ∈ E1,0 on a φ(αν) = ν, donc φ est surjective.

2.3 Les espaces E0
ω et E2

ω

On va définir l’espace E0
ω.

Définition 2.23. On dit qu’une 2-forme est une forme volume si elle est continue et positive.

Les surfaces de Riemann sont orientables, donc il existe toujours au moins une forme volume. Soit ω
une forme volume de X, on appelle µω la mesure sur le boréliens de X induite et L2

ω(X) ou L2
ω l’espace

L2
µω (X).

Définition 2.24. Si f ∈ L2
ω a dérivées mesurables presque partout, on note df la forme définie localement

par ∂f
∂z dz + ∂f

∂z̄ dz̄. On note d′f et d′′f les parties de type (1, 0) et (0, 1) de df .
On note E0

ω(X) ou simplement E0
ω, le sous-ensemble de L2

ω de fonctions f ∈ L2
ω à dérivées mesurables

presque partout telles que df ∈ E1. Pour tout f, g ∈ E0
ω, on note (f |g)E0

ω
:= (f, g)L2

ω
+ (df, dg)E1 .

Lemme 2.25. L’espace (E0
ω, (f |g)E0

ω
) est un espace de Hilbert complexe.

Démonstration. La fonction ( | )E0
ω
est un produit scalaire hermitien parce qu’il est la somme de produits

scalaires hermitiens.
Il faut montrer que l’espace

(
E0
ω, ( | )E0

ω

)
est complet. Soit {fn}n∈N ⊆ E0

ω une suite de Cauchy, alors
{fn}n∈N est aussi une suite de Cauchy dans L2

ω et {dfn}n∈N est une suite de Cauchy dans E1. Par le
théorème 2.13 la suite {fn}n∈N ⊆ E0

ω converge à une certaine f dans L2
ω. En particulier cette suite

converge à f au sens des distributions, alors {dfn}n∈N converge au sens faible à df parce que la dérivée
est une application continue dans l’espace des distributions. Par le lemme 2.16 la suite {dfn}n∈N converge
dans E1 vers une certaine 1-forme. Cette forme ne peut qu’être df , alors {fn}n∈N converge à f dans E0

ω.
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Lemme 2.26. L’espace C∞(X,C) est dense dans E0
ω.

Démonstration. Soit {Ui}16i6m un recouvrement des ouverts de cartes avec images D et soit {φi}16i6m
une partition de l’unité subordonnée au recouvrement {Ui}16i6m. Soit f ∈ E0

ω et soient f (i) := φif et
ωi := φiω. Les fonctions f (i) sont dans E0

ωi et elles sont à support compact. Par le théorème 1.19 on peut
prendre pour tout i une suite {f (i)

n }n∈N de fonctions C∞ à support dans Ui qui convergent à f (i) dans
E0
ω. Si on prend pour tout n, fn :=

∑m
i=1 f

(i)
n on a fn ∈ C∞(X,C) et {fn}n∈N converge à f dans E0

ω.

Lemme 2.27. Les applications d : E0
ω → E1, d′ : E0

ω → E1 et d′′ : E0
ω → E1 sont linéaires et continues.

Démonstration. La linéarité est une conséquence de la linéarité de la dérivée. Pour la continuité c’est
suffisent noter que par définition de la norme de E0

ω, ‖df‖E1 6 ‖f‖E0
ω
et par orthogonalité entre E1,0 et

E0,1 on a ‖d′f‖E1 6 ‖df‖E1 et ‖d′′f‖E1 6 ‖df‖E1 .

Lemme 2.28. Si f est un élément de E0
ω, alors ‖d′f‖E1 = ‖d′′f‖E1 . En particulier ‖df‖E1 = 2‖d′f‖E1 =

2‖d′′f‖E1 .

Démonstration. Si on suppose que f de classe C2, on peut montrer avec un calcul direct que ∗d′f = id′′f̄

et ∗d′′f = −id′f̄ . On a que d′f s’écrit localement ∂f
∂z dz, alors ∗d

′f s’écrit localement comme i∂f∂z dz̄ =

i∂f̄∂z̄ dz̄ et c’est égale à l’écriture locale de id′′f . De même façon ∗d′′f s’écrit comme −i∂f∂z̄ dz = −i∂f̄∂z dz.
Alors la forme exacte

d(fdf̄)
C2

= df ∧ df̄ = d′f ∧ d′′f̄ + d′′f ∧ d′f̄ = −i(d′f ∧ ∗d′f − d′′f ∧ ∗d′′f).

Par le théorème de Stokes, comme X est compacte sans bord,
∫
X
d(fdf̄) = 0. Cela implique d′f ∧∗d′f =

d′′f ∧ ∗d′′f et alors ‖d′f‖E1 = ‖d′′f‖E1 . Comme l’espace C2(X) est dense dans E0 comme conséquence
des lemmes 2.26 et 2.3, on arrive à montrer que ‖d′f‖E1 = ‖d′′f‖E1 pour tout f ∈ E0

ω. Comme E1,0 et
E0,1 sont orthogonaux,

‖df‖E1 = ‖d′f‖E1 + ‖d′′f‖E1 = 2‖d′f‖E1 = 2‖d′′f‖E1

Définition 2.29. On définit l’espace E2
ω comme le dual topologique de E0

ω.

Remarque. Par le théorème de représentation de Riesz, l’espace dual d’un espace de Hilbert est un espace
de Hilbert donc en particulier E2

ω est un espace de Hilbert.

Lemme 2.30. Soit d : E1 → E2
ω l’application qui a α ∈ E1 associe la forme dα : E0

ω → C, qui à f ∈ E0
ω

associe −〈df, α〉. Alors d : E1 → E2
ω est bien définie, linéaire et continue.

Démonstration. On sait que d : E0
ω → E1 est linéaire et continue et que la forme bilinéaire 〈 , 〉 est

continue. Alors effectivement dα est une forme linéaire continue de E0
ω et d : E1 → E2

ω est linéaire.
Il reste à montrer la continuité. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit scalaire (·|·)E1 ,

on a |dα(f)| 6 ‖df‖E1‖α‖E1 6 ‖f‖E0
ω
‖α‖E1 . Alors ‖dα‖E2

ω
6 ‖α‖E1 ce qui implique la continuité.

Lemme 2.31. Notons d′′ : E1,0 → E2
ω et d′ : E0,1 → E2

ω les restrictions de d : E1 → E2
ω. Pour toute

f ∈ E0 et pour toute α ∈ E1,0, on a
d′′α(f) = −〈d′′f, α〉

et pour toute β ∈ E0,1

d′β(f) = −〈d′f, β〉.

Démonstration. Par orthogonalité de E1,0 et E0,1 si α ∈ E1,0, alors

〈df, α〉 = 〈d′f, α〉+ 〈d′′f, α〉 = 〈d′′f, α〉.

Si β ∈ E0,1, alors
〈df, β〉 = 〈d′f, β〉+ 〈d′′f, β〉 = 〈d′′f, β〉.
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On a finalement construit le diagramme suivant dans la catégorie des espaces de Hilbert avec les
fonctions linéaires continues :

E0,1.

E1

E1,0

E2
ωE0

ω

d′′

d′

d d

d′′

d′

2.4 Démonstration du théorème clé
On suppose maintenant que X soit connexe. Cela n’est pas une hypothèse forte parce qu’on peut

toujours se ramener à travailler sur une certaine composante connexe de la surface. Le but de cette
sous-section est de montrer le théorème suivant.

Théorème 2.32. Soit X une surface de Riemann connexe et compacte et soit ω une forme volume de
X. Les applications d : E0

ω → E1 et d′′ : E0
ω → E0,1 ont comme noyau les fonctions constantes de X et

les morphismes sont stricts.

Pour montrer que le morphisme est strict il faut utiliser l’inégalité de Poincaré-Wirtinger de la section
1. Cependant on peut pas l’utiliser directement mais il faut l’adapter pour une surface de Riemann
connexe et compacte.

On va admettre un fait général sur les espaces L2. Il n’est pas essentiel mais il aide à comprendre
mieux les démonstrations suivantes.

Lemme 2.33. Si X est un espace topologique et µ est une mesure sur le boréliens de X, alors pour toute
f ∈ L2

µ(X),
inf
c∈C
‖f − c‖L2 = ‖f − f∗‖L2

avec f∗ :=
∫
X
fdµ.

Maintenant il faut démontrer une première généralisation de l’inégalité de Poincaré-Wirtinger.

Lemme 2.34. Soit η := g dz∧dz̄, où g est une fonction continue et positive de D. Alors il existe C ∈ R
tel que pour toute f ∈ E0

η(D), si on note f∗ :=
∫
D fη, alors ‖f − f

∗‖E0
η
6 C‖df‖E1 .

Démonstration. On commence en notant que ‖f − f∗‖E0
η

=
∫
D |f − f∗|2η + ‖df‖E1 , donc il suffit de

trouver C ′ tel que
∫
D |f − f∗|2η 6 C ′‖df‖E1 . Comme g est positive et continue sur un compact ils

existent m,M ∈ R+∗ tels que

m

∫∫
D
|f − f∗|2dxdy 6

∫
D
|f − f∗|2η 6M

∫∫
D
|f − f∗|2dxdy.

On a aussi que ‖df‖E1 = 2‖∇f‖L2(D), donc f ∈W 1(D) et alors par l’inégalité 1.13,∫
D
|f − f∗|2η 6 8M‖∇f‖L2(D) = 4M‖df‖E1 .

Si on pose C := 4M + 1 on a le résultat cherché.

On démontre maintenant un lemme technique.

Lemme 2.35. Soit A un espace topologique et soit µ une mesure sur les boréliens de A. Soient A1, A2

deux boréliens de A tels que A1 ∪ A2 = A et µ(A1 ∩ A2) 6= 0. Soit f ∈ L2
µ(A) et soient f1 = f1A1

et
f2 = f1A2

et f∗ =
∫
A
fdµ, f∗1 =

∫
A1
fdµ et f∗2 =

∫
A2
fdµ. Alors il existe C ∈ R telle que

‖f − f∗‖L2(A) 6 C
(
‖f1 − f∗1 ‖L2(A1) + ‖f2 − f∗2 ‖L2(A2)

)
.

18



Démonstration. Par l’inégalité triangulaire

‖f∗1 −f∗2 ‖L2(A1∩A2) 6 ‖f −f∗1 ‖L2(A1∩A2) +‖f −f∗2 ‖L2(A1∩A2) = ‖f1−f∗1 ‖L2(A1∩A2) +‖f2−f∗2 ‖L2(A1∩A2).

On sait en plus que
‖f1 − f∗1 ‖L2(A1∩A2) 6 ‖f1 − f∗1 ‖L2(A1)

et que
‖f2 − f∗2 ‖L2(A1∩A2) 6 ‖f2 − f∗2 ‖L2(A2).

Ainsi
‖f∗1 − f∗2 ‖L2(A1∩A2) 6 ‖f1 − f∗1 ‖L2(A1) + ‖f2 − f∗2 ‖L2(A2).

Comme µ(A1 ∩A2) 6= 0 on peut écrire

‖f∗1 − f∗2 ‖L2(A2) 6 µ(A2)µ(A1 ∩A2)−1
(
‖f1 − f∗1 ‖L2(A1) + ‖f2 − f∗2 ‖L2(A2)

)
. (2.4.1)

On a aussi une inégalité simple déduite de la construction de f1 et f2,

‖f − f∗1 ‖L2(A) 6 ‖f1 − f∗1 ‖L2(A1) + ‖f2 − f∗1 ‖L2(A2). (2.4.2)

Et encore par l’inégalité triangulaire

‖f2 − f∗1 ‖L2(A2) 6 ‖f2 − f∗2 ‖L2(A2) + ‖f∗1 − f∗2 ‖L2(A2) (2.4.3)

Si on mit ensemble la (2.4.1), la (2.4.2) et la (2.4.3) on obtient

‖f − f∗1 ‖L2(A) 6 (1 + µ(A2)µ(A1 ∩A2)−1)
(
‖f1 − f∗1 ‖L2(A1) + ‖f2 − f∗2 ‖L2(A2)

)
.

Par le lemme 2.33, ‖f − f∗‖L2(A) 6 ‖f − f∗1 ‖L2(A), alors si on prend C := 1 + µ(A2)µ(A1 ∩A2)−1 on
obtient le résultat final.

On peut finalement démontrer une version de l’inégalité de Poincaré-Wirtinger sur une surface de
Riemann connexe et compacte.

Proposition 2.36. Soit X une surface de Riemann connexe et compacte et soit ω une forme volume
sur X. Alors il existe Cω ∈ R tel que pour toute f ∈ E0

ω, si on note f∗ :=
∫
X
fω, ‖f−f∗‖E0

ω
6 C‖df‖E1 .

Démonstration. Comme X est compacte on peut prendre {Ui}16i6n un recouvrement d’ouverts de cartes
avec image D. Pour 1 6 i 6 n, soient Vi := ∪ij=1Uj . Comme X est connexe on peut supposer que pour
1 6 i 6 n− 1, Vi ∩ Ui+1 6= ∅. On note fi := f1Ui et mi :=

∫
Ui
fω et avec f ′i := f1Ui et m′i :=

∫
Vi
fω.

Les fonctions fi induisent des fonctions sur D qu’on appelle encore fi. En plus la forme ω induit pour
tout i une forme positive ωi sur D. Par le lemme 2.34, comme fi ∈ E0

ωi(D), ils existent Ci ∈ R telles que
‖fi −mi‖E0

ωi
6 Ci‖dfi‖E0

ωi
. Du coup on a pour tout i

‖fi −mi‖E0
ω
6 Ci‖dfi‖E1 6 Ci‖df‖E1 . (2.4.4)

Pour terminer la démonstration de la proposition on montre un lemme.

Lemme 2.37. Pour tout 1 6 i 6 n ils existent C ′i ∈ R tels que

‖f ′i −m′i‖E0
ω
6 C ′i‖df‖E1 .

Démonstration. Si i = 1 c’est vrai par la (2.4.4), avec C ′1 := C1 le résultat. On suppose que pour un
certain i 6 n − 1, ‖f ′i −m′i‖E0

ω
6 C ′i‖df‖E1 . On a déjà que ‖fi+1 −mi+1‖E0

ω
6 Ci‖df‖E1 . On utilise le

lemme 2.35 avec A1 = Vi, A2 = Ui+1, f = f∗i+1 et µ = µω. On peut l’utiliser comme Vi ∩ Ui+1 est un
ouvert non vide par hypothèse, donc µω(Vi ∩Ui+1) 6= 0. Alors ce qu’on obtient c’est ‖f ′i+1 −m′i+1‖E0

ω
6

C ′i+1‖df‖E1 pour un certain C ′i+1 ∈ R et donc on a prouvé le fait par récurrence.

Si on prend i = n dans le lemme ce qu’on trouve c’est exactement le résultat qui on cherchait.

En utilisant aussi le théorème suivant on peut démontrer le théorème 2.32

Théorème 2.38. Soit U un ouvert connexe de Rn, et soit T une distribution sur U telle que pour toute
dérivation ∂i, ∂iT = 0, alors T est une distribution régulière Tc, où c ∈ C.
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Démonstration. (Théorème 2.32) On commence avec le calcul des noyaux. Supposons que f ∈ E0
ω soit

telle que df = 0. Alors pour toute carte complexe connexe de X, ∂f∂z = ∂f
∂z̄ = 0. Par le théorème 2.38 f est

constante sur toute carte connexe. Comme X est connexe et f est localement constante, f est constante.
De l’autre coté si f est constante elle est aussi localement constante, ainsi df = 0.

Supposons que d′′f = 0, alors pour toute carte complexe ∂z̄f = 0, alors par le théorème 1.14, f
est holomorphe sur les cartes. Cela implique que f est holomorphe. Les fonctions holomorphes sur une
surface de Riemann compacte et connexe sont constantes, donc f est constante. Réciproquement si f est
constante alors d′′f = 0.

Maintenant on s’occupe de montrer que le morphisme est strict. L’espace normé quotient E0
ω/Ker d =

E0
ω/Ker d′′, par la première partie de la prouve, est muni de la norme suivante : si [f ] ∈ E0

ω/Ker d,
‖[f ]‖ = infc∈C ‖f − c‖E0

ω
. Si on note f∗ :=

∫
X
fω, par le lemme 2.33, ‖[f ]‖ = ‖f − f∗‖E0

ω
. Comme d est

continue, l’application induite de d, d̃ : E0
ω/Ker d → Im d, est encore continue. Pour montrer que d̃ est

un homéomorphisme il faut montrer qu’il existe C ∈ R telle que pour toute f ∈ E0
ω, ‖[f ]‖ 6 C‖df‖E1 .

Pour ce qu’on a dit c’est équivalente à montrer que ‖f − f∗‖E0
ω
6 C‖df‖E1 . Cela c’est vrai grâce à la

Proposition 2.36.
On peut faire le même raisonnement pour d′′, comme d′′ est continue, la fonction induite d̃′′ est aussi

continue. Encore une fois, pour montrer que d̃′′ est un homéomorphisme il faut montrer qu’il existe C ∈ R
telle que pour toute f ∈ E0

ω, ‖f −f∗‖E0
ω
6 C‖d′′f‖E1 . Par le lemme 2.28 c’est équivalent à montrer qu’il

existe C ∈ R telle que pour toute f ∈ E0
ω, ‖f − f∗‖E0

ω
6 (C/2)‖df‖E1 . Mais cela c’est encore vrai grâce

à la Proposition 2.36.
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3 Dualité et théorème de finitude
Soit X une surface de Riemann connexe et compacte et soit ω une forme de volume sur X. On a

définit dans la section 2 les espaces E0
ω et E2

ω qui dépendent de la forme ω. Dès maintenant on fixe la
forme ω une fois pour toute et on note E0

ω et E2
ω par E0 et E2 respectivement.

Le but principal de cette section est de démontrer la finitude de l’espace H = Coker(d′′ : E0 → E0,1)
dont l’on a besoin pour la construction des fonctions méromorphes qui séparent les points. Pour cela on va
démontrer, à l’aide de la forme bilinéaire 〈 , 〉 sur E1, un résultat de dualité qui nous permet d’identifier
l’espace H au dual de Ω = Ker(d′′ : E1,0 → E2). On verra que Ω est en fait l’espace des formes
différentielles holomorphes sur X dont la finitude déroule d’un théorème de Montel ou du théorème de
De Rham. Enfin on déduit la finitude de H de celle de Ω .

Ce genre d’astuce rappelle un processus classique de la géométrie différentielle, celui la d’utiliser la
dualité de Poincaré pour calculer des groupes de cohomologie à partir des autres.

3.1 Dualité entre H et Ω

Définition 3.1 ( L’espace Ω ). On note Ω le noyau de d′′ : E1,0 → E2, i.e.

Ω := Ker(d′′ : E1,0 → E2)

On va montrer maintenant un résultat qui caractérise l’espace Ω .

Proposition 3.2. L’espace Ω s’identifie à l’espace des classes de formes dans E1 représentées par une
forme différentielle holomorphe sur X, c’est-à-dire, l’espace des formes qui coïncide presque partout avec
une forme différentielle holomorphe (comme dans la définition 2.10).

Démonstration. Par la définition, on a Ω = {α ∈ E1,0|dα = d′′α = 0}. Mais par le lemme 2.30 et
2.31, dα = 0 signifie que pour tout f ∈ E0, on a −〈df, α〉 = −〈d′′f, α〉 = 0, donc on peut écrire
Ω = {α ∈ E1,0|∀f ∈ E0, 〈d′′f, α〉 = 0}.

Soit α ∈ Ω , on va montrer que α admet des expressions locales holomorphes. En effet, soit x ∈ X,
(U, φU , z) une carte centrée en x avec φU (U) = D, on peut écrire (φ−1

U )∗α|U = h(z)dz où h est une fonction
L2 sur D. Soit f une fonction C∞ sur X à support compact dans U , alors f ∈ E0 et fφU := f ◦ φ−1

U est
une fonction C∞ à support compact dans D. Donc on a par la définition de Ω que 〈d′′f, α〉 = 0, i.e.∫

D
h
∂fφU
∂z̄

dz ∧ dz̄ = 2i

∫
D
h
∂fφU
∂z̄

dxdy = 0

Comme φ est un homéomorphisme biholomorphe, alors par le théorème 1.14, on a que h coïncide presque
partout avec une fonction holomorphe sur D.
Réciproquement, soit β une forme holomorphe, on va démontrer qu’elle définit un élément dans Ω , i.e.
pour toute f dans E0, 〈d′′β, f〉 = −〈d′′f, β〉 = 0. Soit U = (Ui)16i6n un recouvrement ouvert de X
tel que pour chaque i, (Ui, φi, zi) soit une carte centrée en xi avec φi(Ui) = D. Comme β une forme
holomorphe sur X, alors βi := (φ−1

i )∗β|Ui = hidzi est une forme holomorphe sur D avec hi une fonction
holomorphe. Soit (χi)16i6n une partition de l’unité subordonnée au recouvrement U . Alors

〈f, d′′β〉 = −〈d′′f, β〉 =

∫
X

β ∧ d′′f =

n∑
i=1

∫
X

χiβ ∧ d′′f =

∫
X

β ∧ (

n∑
i=1

χid
′′f)

Comme
n∑
i=1

χi = 1

on a
n∑
i=1

d′′χi = d′′

(
n∑
i=1

χi

)
= 0

d’où
n∑
i=1

d′′(χif) =

n∑
i=1

fd′′χi +

n∑
i=1

χid
′′f =

n∑
i=1

d′′fχi
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Donc on a

〈f, d′′β〉 =

∫
X

β ∧
n∑
i=1

d′′(fχi) =

n∑
i=1

∫
Ui

β|Ui ∧ d′′(fχi) =

n∑
i=1

∫
D
hi(z)

∂fi
∂z̄

(z) dz ∧ dz̄

où fi = (fχi) ◦ φ−1
i est une fonction de classe C1 à support compact sur D. Pour chaque i, hi est une

fonction méromorphe sur D, donc par le théorème 1.14, on a∫
D
hi(z)

∂fi
∂z̄

(z)dz ∧ dz̄ = 2i

∫
D
hi
∂fi
∂z̄

dxdy = 0

alors pour toute f ∈ E0,

〈f, d′′β〉 =

n∑
i=1

hi(z)
∂fi
∂z̄

(z) = 0

Donc β ∈ Ker(d′′ : E1,0 → E2) = Ω .

Définition 3.3 ( L’espace H ). On note H le conoyau de d′′ : E0 → E0,1, i.e.

H := Coker(d′′ : E0 → E0,1)

Maintenant on va montrer le théorème de la dualité en utilisant le théorème clé 2.32 que l’on a
montré dans la section 2. Pour cela on va d’abord expliciter la façon de la quelle on utilise le fait que le
morphisme d′′ : E0 → E0,1 est strict ; en effet, par le théorème 1.6, l’espace Im(d′′) est un sous-espace
fermé de E0,1, ce qui implique que H s’identifie à l’espace vectoriel normé quotient de E0,1 par le sous-
espace fermé Im(d′′), donc H vérifie des propriétés que l’on a démontré dans la Sous-section 1.1. Ces
propriétés constitue les points clés dans la démonstration.

Enfin, on donne la démonstration de la dualité entre H et Ω en tant qu’espaces vectoriel topologiques.

Théorème 3.4. La forme bilinéaire 〈 , 〉 définit un isomorphisme entre Ω et le dual topologique de H.

Démonstration. Par composer l’inclusion ι : Ω → E0,1 et l’application que l’on définit dans la proposition
2.22 :

φ : E1,0 → (E0,1)∗

α 7→ φ(α) = (α∗ : α 7→ 〈α, β〉)

on obtient d’une manière naturelle l’application φ|Ω : Ω → (E0,1)∗. Considérons α ∈ Ω alors φ|Ω (α) est
la forme linéaire continue α∗ : β 7→ 〈α, β〉 sur E0,1.

C.

E0,1 H
π

α∗

ᾱ∗

On a vu dans la proposition 3.2 que Ω = {α ∈ E1,0|∀f ∈ E0, 〈d′′f, α〉 = 0}, donc Ker(π) = Im(d′′) ⊆
Ker(α∗). D’après le théorème clé 2.32 (la proposition 1.6), Im(d′′) est un sous-espace fermé de E0,1, H
est l’espace vectoriel normé quotient de E0,1 par le sous-espace fermé Im(d′′), donc H est un espace de
Hilbert par la proposition 1.4. De plus, par la proposition 1.2, on obtient une forme linéaire continue ᾱ∗
sur H qui rend le diagramme ci-dessus commutatif. Ainsi on peut construire une application linéaire

θ : Ω → H∗

α 7→ ᾱ∗.

De plus, π∗ : u 7→ u ◦ π est injective, d’où on obtient le diagramme commutatif suivant :
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H∗ (E0,1)∗.

Ω E1,0

0

0

π∗

ι

φ|Ω
φθ

En outre, dans la démonstration de la proposition 2.22, on a vu que φ est continue, donc phi|Ω l’est aussi
donc encore par la propriété universelle des quotients dans la proposition 1.2, on a que θ : H → Ω∗ est
continue.

D’ailleurs, en identifiant par la définition 2.29 les espace (E0)∗ et E2, on a que le diagramme ci-dessous
commute.

(E0,1)∗ (E0)∗

E1,0 E2

(d′′)∗

d′′

φ ' =

En effet, quel que soit α ∈ E1,0, on a

(d′′)∗ ◦ φ(α) = (d′′)∗(α∗) = α∗ ◦ d′′ : f ∈ E0 7→ 〈α, d′′f〉 = −〈d′′f, α〉 = d′′α(f)

donc (d′′)∗(α∗) = d′′α, ainsi (d′′)∗ ◦ φ = d′′, d’où la commutativité du diagramme ci-dessus.
En combinant ces deux diagrammes ci-dessus, on obtient enfin :

E1,0 E2Ω

(E0,1)∗ (E0)∗H∗

0

0

d′′ι

(d′′)∗π∗

φ ' =θ

De plus, la suite en bas

0→ H∗
π∗−→ (E0,1)∗

(d′′)∗−−−→ (E0)∗

est exacte. En effet, π∗ est injective par définition ; il suffit de montrer que Ker((d′′)∗) = Im(π∗). D’une
part, pour tout u ∈ Im(π∗), il existe v ∈ H∗, tel que u = v ◦ π, donc

(d′′)∗(u) = v ◦ π ◦ d′′ = 0

d’où u ∈ Ker((d′′)∗), ainsi Im(π∗) ⊆ Ker((d′′)∗). D’autre part, quel que soit γ ∈ Ker((d′′)∗) ⊂ (E0,1)∗,
on a γ ◦ d′′ = 0, d’où le diagramme commutatif suivant :

E0,1.E0 H 0

C

d′′ π

0
γ

γ̄

On a vu que H est l’espace vectoriel normé quotient de E0,1 par Im(d′′) et que γ s’annule sur Im(d′′),
donc par la proposition 1.2 il existe une unique forme linéaire continue γ̄ sur H telle que γ = γ̄ ◦ π, d’où
γ ∈ Im(π∗). Ainsi Ker((d′′)∗) = Im(π∗).

Alors en appliquant le lemme des cinq pour la catégorie abélienne des espaces vectoriels, on voit
que l’exactitude des deux suites horizontales implique que θ : Ω → H∗ est un isomorphisme d’espaces
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vectoriels. De plus, on a déjà démontré que θ est continue ; comme Ω et H∗ sont tous les deux des
espaces de Hilbert, donc par le théorème d’application ouverte, θ est aussi un homéomorphisme d’espaces
topologiques. Finalement, θ est un isomorphisme d’espace de Hilbert.

3.2 Démonstrations du théorème de finitude
On propose trois façons différentes pour démontrer le théorème de finitude, la première comme une

conséquence du théorème de Montel, la deuxième déduite de la finitude de la cohomologie de De Rham
et la troisième du fait que le groupe fondamental des surfaces de Riemann est finiment engendré. Voilà
l’énoncé du théorème :

Théorème 3.5 (théorème de finitude pour Ω). L’espace des formes holomorphes sur une surface de
Riemann connexe compacte X est de dimension finie, i.e. dimC Ω < +∞.

Remarque. C’est un cas particulier d’un théorème de Cartan-Serre sur la finitude des groupes de coho-
mologie à valeurs dans un faisceau cohérent sur une variété complexe compacte.

On montre d’abord la conséquence du théorème de finitude de Ω .

Théorème 3.6 (théorème de finitude pour H). Soit X une surface de Riemann connexe compacte et

ω une forme volume. Alors le C-espace vectoriel H = Coker(E0
ω

d′′−→ E0,1) est de dimension finie. En
particulier dimCH = dimC Ω , donc la dimension de H ne dépende pas de ω.

Démonstration. Par le théorème 3.4 Ω est isomorphe au dual topologique de H. On a vu que H est
un espace de Hilbert, donc par le théorème de représentation de Riesz, H est isomorphe à H∗ ; en
particulier, la finitude de H∗ implique celle de H. Par le théorème 3.5 l’espace Ω alors dimCH est finie
et dimCH = dimC Ω .

3.2.1 Première démonstration

Comme Ω est un sous-espace vectoriel de l’espace E1, ce dernier étant un espace de Hilbert, donc
d’après le théorème 1.10 (Riesz), il suffit de montrer que Ω est localement compact. En effet, on a la
proposition suivante :

Proposition 3.7. L’espace Ω des formes holomorphes sur une surface de Riemann compacte connexe
X est localement compact.

Démonstration. Soit (αn)n∈N une suite de formes holomorphes dans Ω , telle que pour tout n ∈ N,
‖αn‖ 6 1, on veut montrer que (αn)n∈N admet une sous-suite convergente (pour la norme ‖ · ‖E1) dans
Ω . Comme X compact, on peut prendre un recouvrement fini U de X constitué par les cartes. On écrit
U = {U1, U2, . . . Uk} où pour chaque i, (Ui, φi, z) est une carte centrée en xi avec φi(Ui) = D.

Sur U1, pour tout n ∈ N on peut écrit α(1)
n := (φ−1

1 )∗αn|U1
= h

(1)
n (z)dz avec h(1)

n une fonction
holomorphe sur D. Par le lemme 1.21, pour tout compact K dans D, il existe une constante CK qui ne
dépend que de K, telle que

‖h‖L∞(K) 6 CK‖h‖L2(D).

Mais par le lemme 2.9 on a que

‖h(1)
n ‖2L2(D) =

∫
D
|h(1)
n |2dxdy =

1

2

∫
U1

αn ∧ ∗αn 6
1

2

∫
X

αn ∧ ∗αn =
1

2
‖αn‖2E1 6

1

2
.

Donc pour tout compact K dans D, |h(1)
n | 6 CK/

√
2 sur K, d’où la famille (h

(1)
n )n∈N est bornée. Par

le théorème de Montel, (h
(1)
n )n∈N est une famille normale sur D, donc elle admet une sous-suite extraite

convergente uniformément , disons (h
(1)

n
(1)
l

)l∈N.

Maintenant remplaçant la suite (αn)n∈N par (α
n
(1)
l

) et l’ouvert U1 par U2, on répète la même procédé

et on obtient une sous-suite (αn2
l
)l∈N extraite de (α

n
(1)
l

)l∈N donc de (αn)n∈N telle que (h
(2)

n
(2)
l

) converge

uniformément sur tout compact dans D. En itérant cette procédé pour i = 1, 2, . . . k, on obtient enfin
une sous-suite convergente extraite de (αn)n∈N, à savoir, (αnl)l∈N avec nl = n

(k)
l . On a que pour tout

1 6 i 6 k (h
(i)
nl )l∈N est une suite convergente sur tout compact de D.
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Soit (χi)16i6k une partition de l’unité subordonnée au recouvrement U et pour chaque i, soit Ki le
support de χi, alors Ki ⊂ Ui est un compact ; comme φi est un homéomorphisme, donc Fi := φi(Ki)
est aussi un compact dans D. De plus, Fi est le support de la fonction ηi = χi ◦ φ−1

i sur D. Soit
M =

∑k
i=1 λ(Fi) où λ est la mesure de Lebesgue sur R2. Maintenant, quelque soit ε > 0, pour tout i,

comme (h
(i)
nl )l∈N converge sur Fi, il existe un entier Li ∈ N tel que pour tous l, l′ > Li, on a

‖h(i)
nl
− h(i)

nl′
‖L∞(Fi) < ε/

√
2M.

Soit L = max16i6k Li, pour tous l, l′ > L, on a par le lemme 2.9 :

‖αnl − αnl′‖
2
E1 =

∫
X

(αnl − αnl′ ) ∧ ∗(αnl − αnl′ ) =

k∑
i=1

∫
Ui

χi(αnl |Ui − αnl′ |Ui) ∧ ∗(αnl |Ui − αnl′ |Ui)

= 2

k∑
i=1

∫
D
ηi(z)|h(i)

nl
(z)− h(i)

nl′
(z)|2dxdy = 2

k∑
i=1

∫
Fi

ηi(z)|h(i)
nl

(z)− h(i)
nl′

(z)|2dxdy

6 2

k∑
i=1

∫
Fi

ηi(z)‖h(i)
nl
− h(i)

nl′
‖2L∞(Fi)

dxdy 6 2

k∑
i=1

λ(Fi)‖h(i)
nl
− h(i)

nl′
‖2L∞(Fi)

< 2M · (ε/
√

2M)2 = ε2.

Donc ‖αnl − αnl′‖E1 < ε, d’où (αnl)l∈N est une suite de Cauchy dans Ω . Comme Ω est un sous-espace
fermé de l’espace de Hilbert E1,0, donc Ω lui-même est aussi un espace de Hilbert, et donc (αnl)l∈N
converge pour la norme ‖ · ‖E1 . Ainsi Ω est localement compact.

3.2.2 Deuxième démonstration

Une deuxième démonstration du théorème consiste à montrer qu’il existe une inclusion induite par
la composition :

Ω = Ω1(X) ↪→ Z1(X)� H1
dR(X)

et on conclut par la finitude de la cohomologie de De Rham. Donc on se ramène à démontrer ces deux
résultats ci-dessous :

Théorème 3.8 (finitude de la cohomologie de De Rham). Soit M une variété différentielle compacte.
Alors pour tout entier k > 0, le k-ième groupe de la cohomologie de De Rham Hk

dR(M) est de dimension
finie.

et

Proposition 3.9. Soit X une surface de Riemann compacte, alors le morphisme d’espaces vectoriels
défini par

Ω = Ω1(X) ↪→ Z1(X)� H1
dR(X)

est injectif.

I. La cohomologie de De Rham Ici on va donner une brève introduction à la cohomologie de De
Rham et présenter quelques résultats élémentaires que l’on va utiliser après.

Définition-Proposition 3.10 (Cohomologie de De Rham). SoitM une variété différentielle, soit E k(M)
l’espace des k-formes C∞ globales sur M 5, i.e. l’espace des C∞-sections globales du fibré cotangent de
M . Pour chaque k > 0, soit dk : E k(M) → E k+1(M) la différentielle extérieure, alors on dispose d’un
complexe dans la catégorie des R-espaces vectoriels :

· · · −→ E k(M)
dk−→ E k+1(M) −→ · · · .

On définit la k-i‘eme cohomologie de De Rham de M le k-i‘eme groupe de cohomologie de ce complexe,
i.e.

Hk
dR(M) := Hk(E ∗(M)).

5. En effet, ici on note E k le faisceau des C∞ k-formes locales sur M .
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Plus précisément, pour chaque k, soit Zk(M) := Ker(dk : E k → E k+1(M)) le sous-espace de E k(M)
constitué par les k-formes fermées et soit Bk(M) := Im(E k−1 → E k) le sous-espace de E k(M) constitué
par les k-formes exactes. Alors Bk(M) ⊂ Zk(M), et on a

Hk
dR(M) = Zk(M)/Bk(M)

Démonstration. Il suffit de montrer que E ∗(M) est vraiment un complexe. C’est claire par la propriété
de la différentielle extérieure : pour tout k > 0, dk+1 ◦ dk = 0.

Maintenant on va présenter des propriétés importantes sans les démontrer.

Proposition 3.11 (Fonctorialité et Invariance par homotopie). Soient M et N variétés différentielles,
soit f : M → N une application continue, alors pour tout k f induit un morphisme de R-espaces vectoriels

Hk
dR(f) : Hk

dR(N)→ Hk
dR(M).

De plus, on a :
1. Hk

dR est un foncteur contravariant de la catégorie des variétés différentielles vers celle des R-espaces
vectoriels, c’est-à-dire : soit g : N → P une application continue avec P une variété différentielle,
alors H∗dR(g ◦ f) = H∗dR(f) ◦H∗dR(g).

2. H∗dR(f) ne dépend que de la classe d’homotopie de f , c’est-à-dire, si f et f1 sont homotopes 6, alors
H∗dR(f) = H∗dR(f1).

L’invariance de la cohomologie de De Rham par homotopie et le calcul élémentaire de la cohomologie
de De Rham de R1 implique le corollaire suivant :

Corollaire 3.12 (Lemme de Poincaré). Pour tout n ∈ N, on a

H∗dR(Rn) = H∗dR(point) =

{
R si ∗ = 0
0 ailleurs

La fonctorialité de la cohomologie de De Rham à une autre conséquence, à savoir, la suite de Mayer-
Vietoris :

Proposition 3.13 (Suite de Mayer-Vietoris). Soit M une variété différentielle, {U, V } un recouvrement
de M , donc la suite des inclusions

U ∩ V ⇒ U t V →M

induit une suite exacte courte des complexes de R-espaces vectoriels :

0→ E ∗(M)→ E ∗(U)⊕ E ∗(V )→ E ∗(U ∩ V )→ 0

où la flèche E ∗(V ) → E ∗(U ∩ V ) est définie par (σ, τ) 7→ τ − σ. Cette suite est appelée la suite de
Mayer-Vietoris, ce qui donne lieu à une suite exacte longue pour la cohomologie :

· · · → Hk
dR(M)→ Hk

dR(U)⊕Hk
dR(V )→ Hk

dR(U ∩ V )
∂−→ Hk+1

dR (M)→ · · · .

II. Démonstration de la proposition 3.9 Dans cette paragraphe, on va donner une démonstration
de la proposition 3.9 :

Démonstration de la proposition 3.9. La flèche proj : Z1(X)� H1
dR(X) est par définition surjective ; on

vérifie donc tout d’abord que la flèche Ω → Z1(X) est vraiment une inclusion. Comme Z1(X) et Ω sont
tous les deux sous-espace de E 1, il suffit d’identifier chaque forme holomorphe sur X dans Ω à un élément
dans Z1(X), et donc il suffit de montrer que chaque 1-forme holomorphe sur X est fermée. En effet, pour
toute forme holomorphe ω ∈ Ω , on a d′′ω = 0, puisque Ω = Ker(d′′ : E1,0 → E2), donc il reste à montrer
que d′ω = 0. On peut le vérifier sur chaque carte de X : pour toute carte (U, φ, z) de X, on peut supposer
que φ(U) = D, alors il existe une fonction holomorphe h sur D telle que (φ−1)∗(ω|U ) = h(z)dz. Alors par
la commutativité de la différentielle extérieure avec le tiré en arrière (pull-back) 7, on obtient :

(φ−1)∗(d′ω) = d′((φ−1)∗ω) =
∂h

∂z
dz ∧ dz = 0.

6. Deux application continue φ et ψ de l’espace topologique X vers l’espace topologique Y sont homotope si il existe
une application continue Θ : X × [0, 1]→ Y telle que Θ(·, 0) = f , Θ(·, 1) = f1

7. c.f. [1]
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Donc Ω ⊂ Z1(X), d’où une inclusion incl : Ω ↪→ Z1(X).
Maintenant on va démontrer que l’application linéaire proj ◦ incl est injective. Il suffit de montrer que

Ker(proj ◦ incl) = 0. Soit α ∈ Ker(proj ◦ incl), alors α est une forme holomorphe exacte, donc il existe
une fonction f de classe C1 sur X telle que α = df . Par la proposition 2.12 f est une fonction holomorphe
sur X.Comme X est compacte, par le principe de maximum, f est constante, donc α = df = 0, ce qui
implique l’injectivité de proj ◦ incl.

III. Plongement des variétés compactes dans un espace euclidien Pour démontrer la finitude
de la cohomologie de De Rham pour variétés différentielles compactes, on veut montrer tout d’abord que
les variétés différentielle compactes admettent un plongement dans un espace euclidien RN avec N assez
grand, à savoir, la proposition suivant :

Proposition 3.14 (Théorème de plongement de Whitney « facile »). Soit M une variété différentielle
compacte, alors il existe un C∞-plongement 8

ι : M → RN

avec N un entier assez grand.

Démonstration. Pour tout x ∈ M , il existe une carte (Ux, φx) centrée en x, telle que φx(U) = B(0, 2),
et on note Vx = φ−1(B(0, 1)), alors {Vx}x∈M Comme M est compacte, recouvrement fini, disons,
{V1, V2, · · · , Vk} avec (Ui, φi) la carte correspondant à Vi centrée en xi. Alors, il existe des fonctions
plateau ηi ∈ C∞(M,R) au-dessus de V̄i et à support compact dans Ui, i.e.

— ηi ≡ 1 sur Vi ;
— 0 < ηi < 1 sur Ui − V̄i ;
— ηi ≡ 0 hors de Ui.

Notons m = dimM . Posons N = km+ k = k(m+ 1) et posons ι : M → RN l’application définie par

ι(q) = (η1(q)φ1(q), · · · , ηk(q)φk(q), η1(q), · · · , ηk(q))

où ηi · φi est une fonction définie sur Ui qui s’étend naturellement (par 0) en une fonction sur M tout
entier. Alors ι est une C∞-application. Maintenant on va vérifier que ι est une immersion injective :

— ι est une immersion. Pour tout point q ∈ M , il existe un i ∈ {1, 2, · · · , k} tel que q ∈ Vi. Alors
ηi(q)φi(q) = φq, alors l’expression locale de f près de q s’écrit

fφi(x1, · · · , xm) = f ◦ φ−1
i (x1, · · · , xm) = (∗ ∗ ∗, x1, x2, · · · , xm, ∗ ∗ ∗).

Ainsi ι est une immersion en q.
— ι est injective. Soit q, q′ ∈ M tels que ι(q) = ι(q′), alors pour tout i, on a ηi(q) = ηi(q

′) et
ηi(q)φi(q) = ηi(q

′)φi(q
′). Supposons que q ∈ Vj pour un certain j, alors ηj(q′) = ηj(q) = 1, donc

q′ ∈ V̄j et φj(q) = φj(q
′). Mais φj est un homéomorphisme sur Uj , d’où q = q′. Ainsi ι est injective.

D’après la proposition 3.14, on peut regarder M comme une sous-variété de RN et soit π : NM →M
le fibré normal de M dans RN 9. Alors NM est muni d’une structure de variété différentielle. On veut
maintenant prolongerM dans un « petit » voisinage dans RN , tel que l’inclusion induise une inclusion en
cohomologie de De Rham, de laquelle on se ramène enfin au cas où M admet un « bon » recouvrement
(défini dans la définition 3.17) fini. Pour cela on a besoin du théorème de ci-dessous :

Théorème 3.15 (Théorème de voisinage tubulaire). Soit M une sous-variété compacte de RN et soit
ψ l’application NM → RN qui associe (x, v) ∈ NM avec x ∈ M et v ∈ (NM)x ⊂ TxRN = RN à
x + v ∈ RN . Alors il existe un voisinage ∆ de la section nulle ε(M) dans NM , tel que ψ(∆) soit un
ouvert de RN et que ψ|∆ : ∆→ ψ(∆) soit un difféomorphisme.

Pour démontrer le théorème 3.15 on utilise le lemme suivant :
8. Un C∞-prolongement f : M → N entre deux variétés différentielles M et N est une immersion qui induit un

homéomorphisme entre M et f(M). En particulier, si M est compacte, alors une immersion f : M → N est un plongement
si et seulement si f est injective.

9. i.e. le supplémentaire orthogonal du fibré tangent TM de M dans TRN |M .
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Lemme 3.16. Soient Y etW deux variété différentielle de classe C∞ et soit X une sous-variété compacte
de Y . Si f : Y → W est un difféomorphisme local 10, alors X possède un voisinage U dans Y tel que
f(U) soit ouvert dans W et que f |U : U → f(U) soit un difféomorphisme.

Démonstration. Comme f est étale, il suffit de trouver un voisinage U sur lequel f est injectif. En effet,
si f est injectif sur U , donc f |U : U → f(U) admet une inverse, qui est aussi différentiable car f est étale ;
donc f |U est un difféomorphisme de U sur son image.

Pour tout x ∈ X, il existe une carte (Vx, φx) centrée en x telle que f |Vx est un difféomorphisme et
φx(Vx) = B(0, 1) où B(x, r) est la boule dans Rn (on note n = dimM = dimN) de centre x et de rayon
r. Pour 0 < r 6 1, notons

Vx,r = φ−1
x (B(0, r)).

Comme X est une sous-variété compacte, on peut trouver, pour tout r ∈]0, 1] des points X1, · · · , xn(r)

où n(r) est un nombre qui dépend du r, tels que

X ⊆
n(r)⋃
i=1

Vxi,r.

Notons Ur = ∪n(r)
i=1 Vxi,r, c’est un voisinage de x dans M . De plus, si r ∈]0, 1[,

Ūr =

n(r)⋃
i=1

V̄xi,r ⊆
n(r)⋃
i=1

φ−1
xi (B̄(0, r))

donc Ūr est un fermé d’un compact, ainsi il est aussi compact. On va montrer qu’il existe r0 ∈]0, 1[ tel
que φ|Ur0 est injectif.

Supposons par l’absurde que pour aucun r ∈]0, 1[, φ|Ur n’est injectif. Alors en posant r = 1/k, on
obtient pour chaque k ∈ N des points uk, vk ∈ U1/k tels que f(uk) = f(vk), uk 6= vk. Quand k = 2, les
ouverts Vx1,1/2, · · · , Vxn(1/2),1/2 forment un recouvrement de X, alors par la compacité de X, il existe
δ > 0, tel que pour tout x ∈ X, Vx,δ ⊆ Vxi,1/2 pour un certain i entre 1 et n(1/2). 11 Donc quand k assez
grand (par exemple, quand k > 1/δ), on a uk, vk ∈ U1/k ⊆ U1/2. Par la compacité de Ū1/2, les suites
(uk)k∈N et (vk)k∈N admettent respectivement des sous-suites convergentes dans Ū1/2, disons (uki)i∈N et
(vki)i∈N respectivement. Comme uk, vk ∈ U1/k, donc les limites u = limi→+∞ uki et v = limi→+∞ sont
dans l’adhérence de X. Mais X est compact donc fermé dansM , donc u, v ∈ X = X̄. Par la continuité de
f , f(u) = f(v) car pour tout i, f(uki) = vki . Comme f est injective sur X, on a forcément u = v. Soit V
un voisinage assez petit de u = v dans M tel que f |V est un difféomorphisme de V sur son image. Alors
par la convergence il existe i0 ∈ N tel que uki0 , vki0 ∈ V ; on a que uki0 6= vki0 et que f(uki0 ) = f(vki0 ),
ce qui contredit le fait que f |V est un difféomorphisme.

Ainsi prenant U = Ur0 un voisinage de X dans M , on a que f |U : U → f(U) est un difféomorphisme.

Démonstration du théorème 3.15. Il suffit de vérifier que l’application ψ ainsi définie est un difféomor-
phisme. En effet, pour tout x ∈M , il existe un voisinage ouvert U dans RN muni d’un difféomorphisme
sur son image φ̃ : Ũ → RN tel que φ̃(Ũ ∩M) = (Rm×0)∩ φ̃(Ũ),où m = dimM . Donc l’homéomorphisme

φ = projR
N

1,··· ,m ◦ φ̃|M : U = Ũ ∩M → Rm

fournit une carte locale de M près de x. De plus, quitte à faire une restriction, on peut supposer que U
trivialise le fibré NM , avec la trivialisation

τ : (NM)|U → U × RN−m

telle que pour tout y ∈ U et w ∈ (NM)y avec y+w ∈ Ũ ⊆ RN , on a que τ(y, w) = (y, projR
N

m+1,··· ,N ◦φ̃(w))
Donc la différentielle de ψ en (x, v) ∈ NM sous la carte (φ× idRN−m) ◦ τ s’écrit :

D(φ(x),τ(v))(ψ ◦ τ−1 ◦ (φ× idRN−m)−1) =
(
D(x,0)(φ̃

−1 ◦ incl1,··· ,mRN ) Dvτ
−1
)

10. Dans ce cas, on dit aussi que f est un morphisme étale.
11. L’existence de tel δ est un analogue de celle du nombre de Lebesgue pour un recouvrement ouvert d’un espace

métrique compact.
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Quitte à faire une translation, on peut supposer de plus que v ∈ Ũ , et donc on a

D(φ(x),τ(v))(ψ ◦ τ−1 ◦ (φ× idRN−m)−1) = D(x,v)φ̃
−1

Comme φ̃ est un difféomorphisme de Ũ sur son image, donc pour tout (x, v) ∈ NM , la différentielle ψ
en x, v est une application linéaire bijective, d’où ψ est un difféomorphisme local. En identifiant M et la
0-section du fibré NM , on déduit le théorème du lemme 3.16 ci-dessus.

Prenons pour chaque x ∈ M une boule Bx tel que Bx ⊂ ψ(∆) avec ψ l’application définie dans le
théorème 3.15 ci-dessus, alors {Bx}x∈M est un recouvrement ouvert deM dans RN . CommeM compacte,
il en existe un sous-recouvrement fini, disons {Bi}16i6n (on écrit Bi pour Bxi). On pose

V =

n⋃
i=1

Bi

alors V est un voisinage de M dans RN et il est donc lui-même aussi une sous-variété différentielle de
RN . On dispose d’une inclusion :

i : M ↪→ V.

De plus, par la construction de V , V ⊂ ψ(∆). Comme ψ est un difféomorphisme entre ∆ et ψ∆ on
obtient une projection

p = π ◦ ψ|−1
V : V �M

et on a p ◦ i = idM . Par la fonctorialité de H∗dR, on obtient les morphismes de groupes de cohomologie
p∗ = H∗dR(p) et i∗ = H∗dR(i) et on a i∗ ◦ p∗ = idH∗dR(M), donc le morphisme

p∗ : H∗dR(M)→ H∗dR(V )

est injectif (p∗ admet un inverse à gauche). Donc pour démontrer la finitude des H∗dR(M), il suffit de
démontre la finitude des H∗dR(V ).

Par la construction de V , on voit qu’il est une variété différentielle qui admet un « bon » recouvrement
au sens suivant :

Définition 3.17 (« bons » recouvrements). Soit M une variété différentielle, un recouvrement U =
{Ui}i∈I est appelé un « bon » recouvrement si pour toute partie finie {i1, . . . , iq} de I telle que l’in-
tersection Ui1 ∩ · · · ∩ Uiq n’est pas vide, on a que Ui1 ∩ · · · ∩ Uiq est difféomorphe à Rk pour certain
k.

En effet, V est la réunion d’un nombre fini de boules {Bi}16i6n, on vérifie que c’est un « bon
» recouvrement de V . On prend B(xi1 , ε), B(xi2 , ε), . . . , B(xiq , ε) avec {i1, i2, . . . , iq} une partie finie
de {1, 2, . . . , n} et on veut montrer que B(xi1 , ε) ∩ B(xi2 , ε) ∩ . . . ,∩B(xiq , ε) est homéomorphe à RN .
Comme les ouverts convexes de RN sont difféomorphes à RN , il suffit de montrer que B(xi1 , ε)∩B(xi2 , ε)∩
. . . ,∩B(xiq , ε) est convexe. Mais on sait que les boules sont convexes dans RN et que l’intersection fini
non-vide des convexes est encore convexe, d’où B(xi1 , ε)∩B(xi2 , ε)∩ . . . ,∩B(xiq , ε) est convexe et donc
homéomorphe à RN . Ainsi V admet un « bon » recouvrement.

Remarque. En effet, avec un peu de connaissance sur la géométrie riemannienne, on peut démontrer
de plus que toute variété différentielle admet un « bon » recouvrement. La démonstration consiste à
démontrer que que les ouverts géodésiquement convexes d’une variété riemannienne de dimension n sont
homéomorphes à Rn.

Par le raisonnement ci-dessus, on se ramène à démontrer la finitude des groupes de la cohomologie de
De Rham pour toute variété admettant un « bon » recouvrement fini, à savoir la proposition suivante :

Proposition 3.18. Soit U une variété différentielle. Si U admet un « bon » recouvrement fini, alors les
groupes de la cohomologie de De Rham de U sont de dimension finie.

IV. Démonstration du théorème 3.8 Dans ce paragraphe on va donner une démonstration de la
proposition 3.18 en utilisant un argument de Mayer-Vietoris, et on en déduit le théorème 3.8.
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Démonstration de la proposition 3.18. On utilise un argument de Mayer-Vietoris : par récurrence sur le
cardinal K du « bon » recouvrement.

Pour K = 1, c’est un résultat du lemme de Poincaré (corollaire 3.12).
Supposons que les groupes de cohomologie de De rham sont de dimension finie pour les variétés

différentielles qui admet un « bon » recouvrement de au plus K ouverts sont de dimension finie. On
considère une variété différentielle U qui admet un « bon » recouvrement de K + 1 ouverts, disons
{W0,W1, . . . ,WK}. Alors {W ′K := W0 ∪W1 ∪ · · · ∪WK−1,WK} est un recouvrement de U , donc par la
proposition 3.13, on a une suite exacte :

· · · → Hi−1
dR (W ′K ∩WK)

∂−→ Hi
dR(U)

r−→ Hi
dR(W ′K)⊕Hi

dR(WK)
s−→ Hi

dR(W ′K ∩WK)
∂−→ Hi

dR(U)→ · · · .

Donc par l’exactitude de la suite, on a

dim Hi
dR(U) = dim Ker r + dim Im r = dim Im ∂ + dim Im r.

Comme dim Im ∂ 6 dim Hi−1
dR (W ′K ∩WK) et dim Im r 6 dim Hi

dR(W ′K) + dim Hi
dR(WK), donc il suffit de

vérifier que H∗dR(W ′K), H∗dR(WK) et H∗dR(W ′K ∩WK) sont de dimension finie. Le R-espace H∗dR(WK) est
de dimension finie par le résultat pour K = 1 ; H∗dR(W ′K) = H∗dR(W0∪W1∪· · ·∪WK−1) est de dimension
finie par l’hypothèse de récurrence. De plus,

W ′K ∩WK = (W0 ∪W1 ∪ · · · ∪WK−1) ∩Wk =

k−1⋃
i=0

(Wi ∩WK)

est une variété différentielle qui admet un « bon » recouvrement deK ouverts, donc est aussi de dimension
par l’hypothèse de récurrence. Ainsi Hi

dR(U) est de dimension finie. Cela termine la récurrence.

3.2.3 Troisième démonstration

Une troisième démonstration déduit la finitude de Ω du fait que le groupe fondamental d’une surface
de Riemann compacte est finiment engendré. On démontre ce fait avec des hypothèses très faibles comme
c’est un résultat intéressant en soi.

On commence en rappelant la définition d’espace normal.

Définition 3.19. On dit qu’un espace topologique X est normal si pour toute couple V1, V2 de fermés
disjoints dans X ils existent U1, U2 ouverts dans X à intersection vide tels que V1 ⊆ U1 et V2 ⊆ U2.

On va utiliser le fait que tout espace compact est normal et qu’un fermé d’un espace normal est aussi
un espace normal.

Définition 3.20. On appelle graphe une couple Γ := (S,A) formée d’un ensemble S et A une relation
symétrique sur S. Si Γ est un graphe on note |Γ| la réalisation géométrique c’est-à-dire l’espace topologique
associé 12.

Théorème 3.21. Soit X un espace compact localement connexe par arcs et supposons qu’il existe un
recouvrement U d’ouverts simplement connexes de X, alors pour tout point x ∈ X, le groupe π1(X,x)
est finiment engendré.

On peut supposer sans perte de généralité X connexe par arcs. L’idée de la preuve est de construire
un graphe fini Γ et une fonction continue ϕ : |Γ| 7→ X telle que pour un certain point e ∈ Γ, l’ho-
momorphisme de groupes induit ϕ∗ : π1(|Γ|, e) 7→ π1(X,ϕ(e)) soit surjectif ou simplement que l’image
ayant indice fini. En utilisant le fait que π1(|Γ|, e) est finiment engendré on pourrait conclure que aussi
π1(X,ϕ(e)) est finiment engendré.

Si on prend par exemple un graphe avec un sommet pour tout ouvert de U et on lie deux sommets
qui représentent deux ouverts à intersection non vide et on construit l’homomorphisme ϕ∗ l’indice de
l’image n’est pas évident qu’il soit fini, comme l’intersection de deux ouverts de U peut avoir un nombre
infini de composantes connexes. Alors il faut construire un autre recouvrement fini V fait d’ouverts «
plus petits » de U tel que si deux ouverts ont intersection non vide alors ils sont dans un certain ouvert
de U . Avec cela on peut construire un homomorphisme ϕ∗ surjectif.

12. Pour une construction explicite on peut regarder [5], para. 4.8.1.
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Définition 3.22. Soit X un espace topologique et soit U un recouvrement ouvert de X, on dit qu’un
ensemble d’ouverts V de X a la propriété PU si pour touts V1, V2 ∈ V tels que V1 ∩ V2 6= ∅ il existe
U ∈ U tel que V1 ∪ V2 ⊆ U .

Lemme 3.23. Soit X un espace normal, pour tout recouvrement ouvert fini U il existe au moins un
recouvrement ouvert fini V qui a PU .

Démonstration. On démontre le lemme par récurrence sur le cardinal de U . Si le cardinal est 1 c’est
trivial.

Si U = {U1, . . . , Un} avec n > 2 on pose W :=
⋃n−1
i=1 Ui on prend W1 et W2 ouverts tels que

U cn ⊆W1 ⊆W1 ⊆W2 ⊆W2 ⊆W.

Comme W2 est fermé c’est normal. Par l’hypothèse de récurrence, si Ũ = {U1 ∩W2, . . . , Un−1 ∩W2},
il existe un recouvrement ouvert fini de W2, appelé Ṽ qui a PŨ . En particulier Ṽ a aussi PU . Soit V1

l’ensemble obtenu par intersection de tout élément de Ṽ avec W1 et V2 celui obtenu par intersection de
tout élément de Ṽ avecW2∩Un. L’ensemble V1∪V2 est un recouvrement deW2 et il a encore la propriété
PU parce que c’est un refinement de Ṽ . Si on ajoute l’ouvert W1

c
, l’ensemble V := V1 ∪ V2 ∪ {W1

c}
devient un recouvrement ouvert fini de X. Pour prouver la propriété PU il manque à vérifier la condition
seulement pour W1

c
avec un ouvert V ∈ V1 ∪ V2.

Il y a deux cas : si V ∈ V1, comme par construction V ⊆ W1, l’intersection avec W1
c
est vide ; si

V ∈ V2 alors soit V que W1
c
sont dans Un.

Remarque. Si X est metrizable alors le lemme est une conséquence du lemme de Lebesgue. Une surface de
Riemann est metrizable, donc dans le cas auquel on est intéressé on pourrait donner une démonstration
différente.

Démonstration du théorème 3.21. On suppose sans perte de généralité X connexe par arcs et par com-
pacité que U soit fini. On note U = {U1, . . . , Un}, par le lemme 3.23 on peut prendre V ′ qui a PU .
Comme X est localement connexe par arcs les composantes connexes par arcs de tout ouvert de X sont
ouvertes. Donc on peut construire à partir de V ′ un recouvrement ouvert connexe par arcs de X qui a
PU où tout ouvert n’est pas vide. Par compacité de X on peut aussi supposer que ce recouvrement soit
fini, on l’indique V = {V1, · · · , Vm}.

Soit Γ := (V , A) avec A l’ensemble des couples (Vi, Vj) telles que Vi ∩ Vj 6= ∅. On prend pour tout
1 6 i 6 m un élément vi ∈ Vi. Si (Vi, Vj) ∈ A, on appelle Uij un ouvert de U qui contient Vi ∪Vj . Soient
γij des chemins dans Uij de vi vers vj . Soit ϕ : |Γ| → X qui envoie Vi vers vi et (Vi, Vj) vers γij . On
appelle ϕ∗ : π1(|Γ|, v1) 7→ π1(X,ϕ(v1)) l’homomorphisme induit sur les groupes fondamentaux.

Lemme 3.24. L’ homomorphisme ϕ∗ est surjectif.

Démonstration. Soit γ : [0, 1] 7→ X un chemin tel que γ(0) = γ(1) = v1, pour le lemme du nombre
de Lebesgue ils existent 0 = t1 < t2 < · · · < tk = 1 et s1, . . . , sk−1 ∈ {1, . . . ,m} tels que pour tout
1 6 i 6 k − 1 on ait γ([ti, ti+1]) ⊆ Vsi et soit sk := s1.

Il suffit de montrer que [γ] = [γsk−1sk · γsk−2sk−1
· ... · γs2s3 · γs1s2 ] 13, comme le chemin à droite est

dans l’image de ϕ∗. Si 2 6 i 6 k − 1 alors ϕ(ti) ∈ Vsi , donc on peut prendre un chemin ηi à image
dans Vsi qui va de ϕ(ti) vers vi. Soient η1 et ηk les chemins triviaux d’extrémités v1. Pour 2 6 i 6 k
soient γ̃si−1si := γ|[ti−1ti], on a clairement [γ] = [γ̃sk−1sk · ˜γsk−2sk−1

· ... · γ̃s2s3 · γ̃s1s2 ]. En plus le chemin
η−1
i γsi−1siηi−1 est à support dans Usi−1si donc c’est homotope, à extrémités fixées, à γ̃si−1si parce qu’ils
sont deux chemins de Usi−1si avec les même extrémités et Usi−1si est simplement connexe. Ainsi on
obtient

[γ] = [η−1
k · γsk−1sk · ηk−1 · η−1

k−1 · γsk−2sk−1
· ηk−2 · ... · η−1

3 · γs2s3 · η2 · η−1
2 γs1s2 · η1] =

= [γsk−1sk · γsk−2sk−1
· ... · γs2s3 · γs1s2 ].

Comme Γ est un graphe fini, π1(|Γ|, v1) est finiment engendré, donc par la surjectivité de ϕ∗ on prouve
que π1(X,ϕ(v1)) est finiment engendré.

13. On dénote par · la juxtaposition du chemin de gauche après le chemin de droite.
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En particulier le théorème 3.21 s’applique à une surface de Riemann connexe compacte. Donc on peut
démontrer maintenant le théorème 3.5.

Démonstration du théorème 3.5. Soit x ∈ X, on définit Ψ : Ω → Hom(π1(X,x),C) telle que pour tout
α ∈ Ω et [γ] ∈ π1(X,x), Ψ(α)([γ]) :=

∫
γ
α. L’application Ψ est bien définie parce que α est localement

exacte, parce que l’intégral sur γ ne dépend pas du choix du représentent dans la classe et comme si
[γ1], [γ2] ∈ π(X,x),

∫
γ2·γ1 α =

∫
γ1
α+

∫
γ2
α. En plus Ψ est un homomorphisme de C-espaces vectoriels.

Par le théorème 3.21 le groupe π1(X,x) est finiment engendré, donc Hom(π1(X,x),C) est de dimen-
sion finie comme C-espace vectoriel.

L’homomorphisme Ψ est injectif, en fait si α ∈ Ω , Ψ(α) = 0 implique α exacte. Si une forme
holomorphe est exacte alors c’est le différentiel d’une fonction holomorphe. Comme X est compacte c’est
alors le différentiel d’une fonction localement constante, donc c’est 0.

Par ces deux considérations Ω est de dimension finie.
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4 Construction de fonctions méromorphes
Dans cette section on va utiliser le théorème de finitude pour construire les fonction méromorphes

qui séparent les points. En d’autres termes, on va montrer, en construisant explicitement les fonctions
méromorphes dont l’on a besoin, le théorème ci-dessous dont la démonstration est aussi l’intérêt central
de ce petit exposé. Après démontrer le théorème de la séparation des points, on va montrer le théorème
de la séparation des tangents.

4.1 La séparation des points
Théorème 4.1 (La séparation des points). Soit X une surface de Riemann compacte, soient x et y
deux points distincts de X. Alors il existe une fonction méromorphe f sur X définie en x et y et telle
que f(x) 6= f(y)

Remarque.
a) Ce théorème implique qu’il existe suffisamment beaucoup de fonctions méromorphes sur une surface

de Riemann compacte ; par contre, il n’y a pas de fonctions holomorphes non-constantes globales
sur une surface de Riemann compacte (par le principe du maximum).

b) Si X n’est pas compacte, ce théorème de séparation est encore vrai ; en effet, on a mieux, les fonctions
holomorphes séparent les points.

L’idée de la démonstration est de construire une fonction méromorphe sur X (à l’aide d’une fonction
plateau est du théorème de finitude) qui est holomorphe sur X − {x} et a un pôle en x. Pour cela, une
idée naturelle est de prendre une fonction de la forme

χ · 1

zn

sur la carte (U, z) centrée en x (qui se prolonge naturellement par 0), où U un voisinage de x et χ une
fonction plateau à support compact dans U et égale à 1 près de x. Cependant, la fonction χ n’est sûrement
pas une fonction holomorphe (une fonction analytique à support compact est forcément constante par le
principe du maximum). La fonction

χ · 1

zn

n’est pas non plus une fonction dans E0(X) ainsi on peut pas appliquer d′′ directement. On verra que
c’est suffisent trouver une autre fonction h pour tuer

d′′(χ) · 1

zn

ce qui bien définit une (0, 1)-forme sur X. Mais comment trouver une telle fonction h ? En fait, on ne peut
pas l’exprimer explicitement, mais l’existence est assurée par la finitude de l’espace H, ce qui manifeste
la puissance de la théorie de la cohomologie des faisceaux. Maintenant on va préciser le raisonnement
que l’on a proposé ci-dessus. Avant de présenter la démonstration, on montre d’abord un petit lemme
qui fournit un critère analytique de méromorphie dont l’on a besoin dans la démonstration du théorème
4.1 :

Lemme 4.2. Soient X une surface de Riemann (non nécessairement compacte ni connexe), D une
partie fermée discrète de X et f : X − D → C une fonction holomorphe. Soit a ∈ X et (U, z, φ) une
carte centrée en a, alors f est méromorphe en a si et seulement s’il existe un voisinage ouvert U ′ de a
contenu dans U et des constantes Cφ > 0 et k > 0 tels que sur pour tout x ∈ U ′ − a on ait

|f(x)| 6 C

|φ(x)|k
.

De plus, pour k > 1, l’ordre de f en a est k si et seulement si il existe une constante positive C ′φ , telle
qu’en cordonnées locales on a

|fφ(z)| ∼ 1

|z|k

quand z tend vers 0.
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Démonstration. Si f est méromorphe en a, alors il existe des fonctions holomorphes g et h sur un
voisinage V de a, telles que f |U = g/h ; de plus, quitte à faire une restriction, on peut supposer que V
est contenu dans U , et que g est bornée sur V . On peut aussi supposer que φ(V ) = D, quitte à faire une
transformation conforme, alors gφ = g ◦ φ|−1

V et hφ = h ◦ φ|−1
V sont des fonctions holomorphes sur D.

Donc h se met sous la forme hφ(z) = zkuφ(z) avec uφ(0) 6= 0, i.e. u(a) 6= 0. Comme |u(a)| > 0 et |u| une
fonction continue sur V , donc il existe un voisinage U ′ de a qui est contenu dans V donc dans U , tel que
|u(x)| > |u(a)|/2. De plus, g est bornée sur V donc sur U ′, on pose C := 2 supx∈V |g(x)|/|u(a)|, alors

|g(x)|
|u(x)|

6 C

sur U ′, donc pour tout x ∈ U ′ − a, on a que φ(x) 6= 0 et que

|f(x)| = |g(x)|
|h(x)|

=
|g(x)|
|u(x)|

× 1

|φ(x)|k
6

C

|φ(x)|k
.

Réciproquement, si f vérifie la condition, alors U ′− a est contenu dans X −D, d’où (φkf)|U ′ est une
fonction holomorphe sur U ′−a. Comme (φkf)U ′ est bornée sur U ′−a, alors elle se prolonge naturellement
en une fonction holomorphe sur U ′, ainsi φkf est holomorphe en a. Donc f est méromorphe en a.

L’énoncé sur l’ordre de f est seulement une conséquence de la définition de l’ordre d’une fonction
méromorphe en un pôle.

Démonstration du théorème 4.1.
Étape 0 : réduction au cas où X connexe. Comme X est compacte, il peut s’écrire comme une

réunion disjointe des composantes connexes : X = X1 tX2 t · · · tXt avec t > 1. On se ramène au cas
où x et y sont contenu dans la même composante connexe. Pour le cas où x et y sont dans des distinctes
composantes, disons Xk et Xl, on peut construire une fonction localement constante f telle que f ≡ 0
sur Xk et f ≡ 1 ailleurs, alors f est une fonction holomorphe (donc méromorphe) qui sépare x et y. Ainsi
on peut ramener au cas où X est connexe.

Étape 1 : construction des (0, 1)-formes. Soit (U, φ, z) une carte centrée en x telle que φ(U) = D,
soit χ une fonction plateau au-dessus de {x} et à support dans U , c’est-à-dire, χ est une fonction de
classe C∞0 sur X telle que :

— 0 6 χ 6 1 ;
— χ ≡ 1 au voisinage de x ;
— supp(χ) ⊂ U .

Pour tout n ∈ N, on pose fn la fonction sur U −{x} définie par la formule u ∈ U 7→ 1/φ(u)n, alors pour
z ∈ D on a

fn,φ(z) := fn ◦ φ−1(z) =
1

zn

Donc f · χ est bien une fonction sur X − {x} à support dans U . Maintenant on pose

αn := d′′(χ) · fn.

Comme la fonction fn est holomorphe (donc bien définie) dans U −{x}, la fonction χ est constante près
de x, ce qui implique que d′′(χ) ≡ 0 au voisinage de x, donc αn est bien définie comme une (0, 1)-forme
différentielle globale sur X. De plus, αn est identiquement nulle dehors de U et près de x.

Étape 2 : construction de la fonction h en utilisant le théorème de finitude. Maintenant on
dispose d’une suite de (0, 1)-formes (αn)n>1 de classe C∞ (χ est C∞, fn est méromorphe) dans E0,1. On
considère leurs classes [αn] dans H = Coker(d′′ : E0 → E0,1). Par le théorème de finitude 3.5, H est un
C-espace de dimension finie, soit g sa dimension en tant que C-espace vectoriel, alors les ([αn])16n6g+1

sont linéairement dépendantes, c’est à dire, il existe des constantes ck ∈ C, tels que

g+1∑
n=1

ck[αn] = 0

dans H. Donc on peut trouver une fonction h de classe C∞ (car les αn sont de classe C∞) sur X telle
que

g+1∑
n=1

cnαn = d′′(h).
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Elle, c’est exactement la fonction h que l’on cherche !
Étape 3 : construction de la fonction méromorphe ayant un seul pôle en x. Ayant trouvé

la fonction h, on pose donc :

f = h−
g+1∑
n=1

cnχ · fn.

Comme h est C∞ sur X, les χ ·fn sont des fonction C∞ sur X−{x}, alors f est de classe C∞ sur X−{x}.
De plus, on va montrer que f est holomorphe sur X − {x}. Pour cela on peut vérifier localement, i.e.
vérifier que pour tout a ∈ X − {x}, f est holomorphe en a. Soit (Va, ψa, z) une carte centrée en a.
Comme {U − {x}, X − suppχ} est un recouvrement ouvert de X − {x}, donc on peut supposer que soit
Va ⊂ U − {x} soit Va ⊂ X − suppχ.

— Si Va ⊂ U − {x}, quitte à faire une restriction et faire une transformation conforme, on peut
supposer de plus que Va ⊂ U et que ψa = φ|Va , alors ψa(Va) est un ouvert dans D qui ne contient
pas 0. Donc sur ψa(Va), on a

fψa(z) := f |Va ◦ ψa(z) = h|Va ◦ ψa(z)−
g+1∑
n=1

cnχ|Va ◦ ψn(z) · 1

zn

= hψa(z)−
g+1∑
n=1

cnχψa(z) · 1

zn
.

Comme ψa(Va) ⊂ D ne contient pas 0, donc la fonction z 7→ 1/zn est holomorphe sur ψa(Va), alors
pour tout n, on a

∂

∂z̄
(

1

zn
) = 0

sur ψa(Va). Donc pour tout z ∈ ψa(Va), on a

∂fψa
∂z̄

(z) =
∂hψa
∂z̄

(z)−
g+1∑
n=1

∂χψa
∂z̄

(z) · cn
zn
.

Mais comme

d′′(h) =

g+1∑
n=1

cnαn =

g+1∑
n=1

cnd
′′(χ) · fn

on a en particulier,

(ψ−1
a )∗(d′′h|Va) =

g=1∑
n=1

cn(ψ−1
a )∗(αn|Va)

c’est :
∂hψa
∂z̄

(z) =

g+1∑
n=1

∂χψa
∂z̄

(z) · cn
zn
.

D’où ∂fψa(z)/∂z̄ ≡ 0 sur ψa(Va), ce qui implique que fψa donc f est holomorphe en a.
— Si Va ⊂ X− suppχ, alors χ ≡ 0 sur Va, donc on a f = h sur Va. En outre, pour tout n ∈ N, αn ≡ 0

sur Va, donc d′′h|Va ≡ 0, ce qui implique que h donc f , est holomorphe en a.
En conclusion, f est holomorphe sur X − {x}. De plus, f est méromorphe en x, c’est une conséquence
du lemme 4.2 car on a pour tout u ∈ U − {x}

|f(u)| 6 C

φ(x)g+1

où

C := sup
z∈D

∣∣∣∣∣χφ(z)

g+1∑
n=1

cnz
g+1−n

∣∣∣∣∣ .
Ainsi on construit une fonction méromorphe f ayant le seul pôle en x d’ordre au plus g + 1 14.

14. Par l’énoncé su l’ordre des fonctions méromorphes du lemme 4.2, on voit que f est d’ordre exactement g + 1 si et
seulement si cg+1 6= 0.

35



Étape 4 : construction de la fonction méromorphe qui sépare x et y. Soit f la fonction
méromorphe construite dans l’étape 3, alors f est holomorphe sur X−{x}, en particulier, comme y 6= x,
|f(y)| < ∞. Si l’on voit f comme une fonction analytique de X vers la sphère de Riemann Σ = P1(C),
alors f(y) et f(x) = ∞ ∈ Σ sont deux points distincts, d’où il existe une infinité de monographies qui
envoient (f(y), f(x)) vers (1, 0) 15. Faisant f composer avec une telle monographie, on a donc au moins
une fonction méromorphe g avec g(y) = 1, g(x) = 0 (donc g est définie en x et y). Ainsi g est bien la
fonction méromorphe qui sépare x et y.

4.2 La séparation des tangents
On peut montrer maintenant très important, qui implique que les fonctions méromorphes sur une

surface de Riemann compacte, non seulement séparent les points, mais aussi séparent les tangents :

Théorème 4.3. Soit X une surface de Riemann compacte, alors pour tout x ∈ X, il existe une fonction
méromorphe f sur X telle que le revêtement ramifié f : X → P1(C) soit non-ramifié en x.

Pour cela on montre d’abord un lemme

Lemme 4.4.
1) Il existe un entier n 6 2g tel que pour tout point x de X, on peut trouver des fonctions méromorphes

sur X ayant un seul pôle en x d’ordre n et n+ 1 respectivement.
2) De plus, il existe N ∈ N tel que pour tout k > N et pour tout point x de X, on peut trouver une

fonction méromorphe admettant x comme unique pôle, d’ordre k.

Démonstration. On garde les notation dans la démonstration du théorème 4.1. Pour n ∈ N, si [αn] est
dans le sous-espace de H engendré par les (αk)16k6n−1, alors on a une combinaison linéaire non-triviale∑n
k=1[αk] qui est nulle dans H avec cn 6= 0, donc l’étape 3 de la démonstration du théorème 4.1 nous

permet de construire une fonction méromorphe ayant le seul pôle en x d’ordre exactement n. Pour tout
n ∈ N on dénote par (?n) l’énoncé :

[αn] ∈ 〈[α1], . . . , [αn−1]〉

Puisque H est de dimension g, le nombre des n qui ne satisfait pas (?n) est inférieur ou égal à g. Donc
il existe n 6 2g tel que on a à la fois (?n) et (?n+1), ce qui montre l’énoncé 1).

Soit N le plus grand parmi les n qui ne satisfont pas (?n), alors pour tout k > N , k satisfait (?k), ce
qui montre l’énoncé 2).

Remarque. En utilisant le théorème de Riemann-Roch, on peut démontrer que pour toute surface de
Riemann compacte X et tout x ∈ X, il existe N 6 2g − 2 qui satisfait l’énoncé 2) du lemme. De plus,
pour la même raison, on a que l’énoncé 1) reste vrai si on remplace 2g par 2g − 1.

Démonstration du théorème 4.3. Il suffit de construire une fonction méromorphe sur X avec un pôle
simple en x. Ici on va donner une démonstration qui déroule du théorème 4.1 de la séparation des points.
En effet, par le lemme 4.4, on dispose d’une fonction méromorphe hn qui a le seul pôle en x d’ordre n,
et d’une fonction méromorphe hn+1 ayant le seul pôle en x d’ordre n+ 1. On prend f = hn+1/hn, alors
f est une fonction méromorphe à un pôle simple en x.

15. Le groupe des automorphismes analytiques sur la sphère de Riemann Σ est constitué par les homographies et une
homographie est uniquement déterminée par l’image de trois points.
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Annexe A L’identification de H avec H1(X,O).
Soit X une surface de Riemann compacte connexe et soit ω une forme volume de X. Soit O le faisceau

des fonctions holomorphes sur X. Dans cet annexe on va prouver que H est isomorphe à H1(X,O). On
commence en étendant les espaces E0

ω(X) et E1(X) à des faisceaux de X.

Définition A.1. Soit Ẽ 1 le faisceau des 1-formes mesurables α telles que α∧ ∗α ait intégral fini. Soient
Ẽ 1,0 et Ẽ 0,1 les sous-faisceaux des formes de type (1, 0) et (0, 1) respectivement. Soit Ẽ 0

ω le faisceau des
fonctions à carré sommable par rapport à µω telles que la dérivée au sens des distributions soit une
section de Ẽ 1. La dérivée extérieure induite un morphisme d : Ẽ 0

ω → Ẽ 1. Le morphisme d on peut le
décomposer en d = d′ + d′′ tels que d′ : Ẽ 0

ω → Ẽ 1,0 et d′′ : Ẽ 0
ω → Ẽ 0,1.

Proposition A.2. La suite de faisceaux

0→ O
ι−→ Ẽ 0

ω
d′′−→ Ẽ 0,1 → 0

est exacte, où ι est l’inclusion.

Démonstration. Il faut montrer pour tout x ∈ X que

0→ Ox
ιx−→ (Ẽ 0

ω )x
d′′x−→ Ẽ 0,1

x → 0.

L’exactitude en Ox est vrai parce que ι est l’inclusion. Par l’exactitude en (Ẽ 0
ω )x on a que pour tout

fx ∈ (Ẽ 0
ω )x, d′′xfx = 0 si et seulement si il existe une couple (U, f) où U est un voisinage ouvert de x et

f ∈ Ẽ 0
ω (U) qui représente fx et telle que d′′f = 0. Par le théorème 1.14 on a que d′′f = 0 si et seulement

si f est holomorphe, donc d′′xfx = 0 si et seulement si fx ∈ ιx(Ox).
On montre maintenant l’exactitude en (Ẽ 0,1)x. Soit ᾱx ∈ (Ẽ 0,1)x et soit (U, φ, z) une carte de X

centrée en x telle que φ(U) = D. Tout germe ᾱx est représentée par une couple (U,α) avec α une forme
sur U qu’en cordonnées c’est de la forme gdz̄ avec g définie sur D, une fonction à carré sommable par
rapport à la mesure de Lebesgue. Comme 1/πz est une solution fondamentale de d′′, si on prend Tg la
distribution de C associée à g, comme D est borné, f̃ := 1/πz ∗ g est bien défini. Si f := φ−1f̃ , alors
d′′f = α, d’où dxfx = αx.

Proposition A.3. Soit X une surface de Riemann compacte connexe et soit ω une forme volume sur
X. Les C-espaces vectoriels H = Coker(E0

ω
d′′−→ E0,1) et H1(X,O) sont isomorphes.

Démonstration. Par la proposition précédente on a la suite exacte longue en cohomologie :

0→ H0(X,O)
H0(ι)−−−→ H0(X, Ẽ 0

ω )
H0(d′′)−−−−→ H0(X, Ẽ 0,1)

∂−→ H1(X,O)
H1(ι)−−−→ H1(X, Ẽ 0

ω )→ · · · .

Le faisceau Ẽ 0
ω est fin, donc acyclique par le foncteur Γ (voir Voisin [11] paragraphe 4.3 pour la définition

et pour une preuve), ainsi, en particulier, H1(X, Ẽ 0
ω ) = 0. Finalement on obtient

0→ C ι−→ E0
ω

d′′−→ E0,1 ∂−→ H1(X,O)→ 0.
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