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Introduction

Une surface de Riemann est une variété complexe de dimension 1. Ces variétés complexes sont étudiées
dans beaucoup des cadres différents en mathématiques. Par exemple on peut montrer que les surfaces
de Riemann compactes sont des courbes algébriques. Pour arriver & cela il faut tout d’abord utiliser de
I’analyse pour montrer ’existence de suffissamment de fonctions méromorphes. Dans le livre de Miranda
[9], par exemple, toute la théorie algébrique des surfaces de Riemann compactes est présentée en suppo-
sant que les fonctions méromorphes séparent le points ! et les tangents 2. On se propose dans ce texte de
montrer ces deux propriétés pour toute surface de Riemann compacte.

On commence dans la section 1 en introduisant des outils d’analyse fonctionnelle. Dans la deuxiéme
section on va étudier la structure complexe des surfaces de Riemann et on va construire des espaces de
Sobolev de formes. On va aussi démontrer un théoréme clé qu’on va utiliser dans la section 3 pour montrer
une dualité entre un certain conoyau H et ’espace des 1-formes holomorphe d’une surface de Riemann.
Ce conoyau est un espace important, on montre en annexe qu’il est isomorphe au premier groupe de
cohomologie du faisceau & des fonctions holomorphe sur la surface. Heuristiquement on peut le penser
comme un « espace d’obstructions », dans ce cas les obstacles a recoller des fonctions méromorphes
de facon holomorphe. En montrant que ’espace {2 des 1-formes holomorphes est de dimension finie on
obtient que H aussi est de dimension finie.

On peut démontrer la finitude de la dimension de H de fagons différentes. Par exemple, dans le livre
de Claire Voisin [11] au Chapitre 5, on peut trouver la démonstration de la finitude de la dimension
de tous les groupes de cohomologie d’une variété complexe compacte a valeur dans un fibré vectoriel
holomorphe de dimension finie. La démonstration n’utilise pas la dualité mais plutot la représentation
des classes de cohomologie par des formes harmoniques.

Dans la derniére section, on va présenter finalement comme utiliser la finitude de la dimension de
H pour construire des fonctions méromorphes. On va démontrer les deux théorémes de séparation des

points.
Pour un traitement des surfaces de Riemann non compactes et aussi pour le cas compact avec plus
de généralité, le lecteur peut lire le livre de Guenot et Narasimhan [8]. Dans le chapitre 5 ils montrent

qu’une surface de Riemann non compacte est une variété de Stein et donc en particulier les fonctions
holomorphes séparent les points.

Notation

— Les espace paracompacts et compacts sont toujours supposés séparés.

— Si (X, B, 1) est un espace mesuré, avec X un espace topologique, B la famille des boréliens de X
et pu une mesure quelconque sur 53 on note Li(X ) ou simplement Li l'espace L?(X, B, i1). Si X est
un ouvert de R™, on note A la restriction de la mesure de Lebesgue aux boréliens de X. Dans ce
cas on note L?(X) ou L? 'espace L?(X,B,\). On note W1 (X) I'espace de Sobolev des fonctions
dans L2(X) qui admettent des dérivées faibles dans L?(X).

1. i.e. pour toute couple de points distincts de la surface il y a une fonction méromorphe qui & une valeur différent sur
les deux points.

2. i.e. pour tout point de la surface il y a une fonction méromorphe en admettant un pole simple sur le point. On peut
voir cette propriété comme la propriété de « séparation des points doubles ».



1 Résultats d’analyse

Dans cette section, on va démontrer quelques résultats remarquables d’analyse que ’on va utiliser
dans les sections suivantes.

Tout d’abord on rappelle des propriétés du quotient des espaces vectoriels normés, dont I'on a besoin
dans la démonstration du théoréme clé 2.32 dans la section 2 et celle du théoréme de la dualité 3.4 dans
la section 3.

Ensuite on va démontrer le fameux théoréme de Riesz qui établit I’équivalence pour des espaces
vectoriels topologiques entre la finitude de la dimension et la compacité locale. On va ['utiliser pour
déduire le théoréme de finitude 3.5 de la proposition 3.7 dans la section 3.

Dans la troisiéme sous-section on va démontrer 'inégalité de Poincaré-Wirtinger qui nous permet de
montrer que 'image d’un certain opérateur de cobord est fermé, a savoir le théoréme 2.32 dans la section
2. Ce théoréme clé sera une étape essentielle dans la démonstration du théoréme de dualité 3.4 dans la
section 3.

Finalement on fournit un critére d’holomorphie, qui dit qu’une fonction L? annulée au sens de distri-
butions par 'opérateur 0z coincide presque partout avec une fonction holomorphe. C’est une proposition
que l'on va utiliser plusieurs fois, par exemple, dans la premiére démonstration du théoréme de finitude
3.5, i.e. la démonstration de la proposition 3.7 dans la section 3.

1.1 Rappels sur les espaces vectoriels normés

On note avec F le corps topologique R ou C. Dans cette sous-section, on va rappeler quelques notions
sur les F-espaces vectoriels normés, a savoir, la notion d’espace vectoriel topologique quotient (par un
sous-espace fermé), la notion de morphisme strict et celle d’espace vectoriel dual topologique.

Définition-Proposition 1.1. Soit V' un espace vectoriel normé sur F et soit W un sous-espace vectoriel
fermé de V. Alors 'espace vectoriel quotient V/W, muni de la norme définie par la formule ci-dessous :

I llvyw = V/W — RY
t=u+ W inf ||v]y = inf |lu—wl|v
VEU weW
est un espace normé, que ’on appelle ’espace vectoriel normé quotient de V par W.

Démonstration. 1l faut vérifier que I'application | - [|y/w ainsi définie est une norme sur l'espace V/W :

Positivité Comme |||y est une norme sur V, alors pour tout v € V, ||v||yy = 0. On a donc nécessairement
que pour tout u € V/W, |[ullyw = 0. Ainsi [ - [[yw est vraiment une application de V/W dans
R,.

Séparation Si u € V/W tel que ||@l|y/w = 0, alors
inf — =0
Jaf lu=wly =0,

ce qui implique que u € W. Comme W est fermé, u € W, i.e. 4 = 0 est dans V/W.

Homogénéité Soit A\ € F et soit @ € V/W, on a par définition que A - @ = Au. Si A = 0, ’homogénéité
est clairement vérifiée.
Si A # 0, comme || - [|y est une norme, on a

1A allvyw = inf Jlvllv = inf [[Mfly = inf |A]- o]y
VENU vEU vEU
Comme || est un réel positif,
IX-llyw = Al int ol = 13-l

Inégalité triangulaire Soient @, u’ € V/W. Alors pour tout v € 4 = u + W et pour tout v’ € v/ =
v’ + W, on a d’aprés 'inégalité triangulaire dans V :

v+ [|lv < [lollv + [V']lv

Passant a la borne inférieure inf pour v € @ et v’ € u/ et on obtient :

inf v +0'|ly < inf [lolly + inf [o'[lv
veEU,v €U’ vEU v’ eu’



Mais on a

inf / — inf _ o —  inf no_ /
el vl = i e wd = e e = ()l
= 1 f N — = U /!
nf () = wlly = @+ @y
Donc on a -
12+ lvyw < inf [lollv + inf [0l = [[ullv,w + [W/]lvw
vEU v eu’
Finalement, on voit que I'application || - [y y ainsi définie est bien une norme sur I'espace vectoriel
V/W. O

On démontre maintenant deux propositions qui caractérisent les espaces vectoriels normés quotients
définis ci-dessus. La premiére implique que ’espace vectoriel normé quotient que l'on vient de définir
est effectivement un quotient dans la catégorie ' ol les objets sont des espaces vectoriels normés et les
morphismes sont des applications linéaires non-expansives, a savoir qu’il vérifie une certaine propriété
universelle ; et la deuxiéme est un résultat sur la complétude des quotients vectoriels normés d’un espace
de Banach par un sous-espace fermé.

Proposition 1.2. Soit V un espace normé et soit W un sous-espace fermé de V. Alors l'espace V/W
défini dans la définition 1.1 et la projection canonique 7 :V — W, vérifient la propriété universelle des
quotients dans la catégorie N, a savoir que pour toute application linéaire non-expansive f : V — Z avec
Z un espace vectoriel normé telle que f s’annule sur W, alors il existe une unique application linéaire
non-expansive f : V/W — Z telle que f = f o, i.e. le diagramme suivant

f
V— ™ 2

V/W

est commutatif.

Démonstration. On note d’abord que 7 est effectivement une application linéaire non-expansive car pour
tout u €V, on a

Iw)lvpw = lalvw = inf ol < fully.

On sait que des espaces vectoriels quotients vérifient la propriété universelle du quotient dans la
catégorie des espaces vectoriels. Donc si on se donne une telle f comme ci-dessus, on obtient par la
propriété universelle une unique application linéaire f : V/W — Z qui fait commuter le diagramme.

Il reste donc & montrer que f est non-expansive. Comme f est non-expansive, pour tout v € V,

If @)z < vllv.
Alors pour tout w € W, comme f(w) =0, si on pose v := 7(v),
7@z = 10— w)lz < o~ wly,
d’ou -
v < i — = ||v .
1@z < inf lo—wllv = [olvw

Comme 7 est surjective, f est non-expansive.
O

Proposition 1.3. Si V un espace de Banach et W un sous-espace fermé de V', alors W est un espace
de Banach ; de plus, l’espace vectoriel normé quotient V/W est aussi un espace de Banach.



Démonstration. Le sous-espace fermé W, muni de la norme induite par || - ||y est un espace de Banach
normé; il est complet car V' est complet et W est fermé. D’ou W est un espace de Banach.

Maintenant on va montrer que V/W est un espace de Banach. Par la proposition précédente, V/W
est bien un espace normé, donc il suffit de montrer que V/W est complet. On prend une suite de Cauchy
(tin)nen dans V/W, il suffit de montrer que (i, ),en admet une sous-suite convergente. * En effet, comme
(tn)nen est de Cauchy, on peut prendre une sous-suite (U, )ren de (Un)nen, telle que pour tout k € N
on ait

_ _ 1
||'U/nk — Unyy,y ||V/W < 27
Choisissons vy € Uy, = un, + W, et on a par la définition de la norme d’espace vectoriel quotient que

inf 1
“é%ng lor — ||y < 5

Donc on peut trouver ve € fy,, tel que ||v; — vl < 1/2. On itére cette procédé : si 'on a déja choisi
Vg € Up,, ON &

inf  [Jog — olly < =
1mn V. — U —_—
VEUR 4 b VIS ok

on peut donc trouver un vy € iy, _,, tel que
1
vk = vk41llv < ok

Alors (vk)ken est bien une suite de Cauchy dans V, donc elle converge. Soit u la limite de (vg)gen dans
V', alors pour

+oo
i . , _ 11
tn, ., —allvyw = vEﬂ,Ul/réﬂnk+1 lv" = v|lv < |Jvks1 —ullv < Z % = o
n=k+1

d’ott la suite (&, ) converge vers @ dans V/W. Donc la suite de Cauchy (i, )nen est convergente dans
V/W, ce qui implique que V/W est complet. O
Considérons le cas ot V' est un espace de Hilbert, on a un résultat analogue :

Proposition 1.4. Soit V' un espace de Hilbert muni du produit scalaire (| )y et soit W un sous-espace
vectoriel fermé de V. Alors W est un espace de Hilbert et de plus, V/W est aussi un espace de Hilbert.

Démonstration. C’est claire que l'espace vectoriel fermé W muni du produit scalaire ((|)y)|w est un
espace de Hilbert. Il reste & montrer que le produit scalaire passe au quotient. Comme V est un espace
de Hilbert 4, on dispose d’une décomposition orthogonale

V=WaoWw.

Soit 71 (w2 resp.) la projection (orthogonale) vers W (W resp.). Alors pour tout u € V, ma(u) ne
dépend que de la classe de u dans V/W. Donc 'application suivante :

(U1, u2) = (m2(u)|m2(u2))v
est bien définie, ce qui donne le produit scalaire de V/W. De plus c’est bien une forme sesquilinéaire et

elle coincide avec la norme que ’on vient de définir dans la définition 1.1 : pour tout v € w = u+ W, on
a

(@a)vyw = (m2(v)|m2(v))v = lm2 ()} < ()]} + 72 (@)l = (o}
Donc
- < 2 -
(@lw)v,w < }}22”””\/
Mais 71 (v) € W, donc ma(v) € 4, d’ou
(ula)yw = inf [oll3 = llallyw-

O

3. En général, dans un espace métrique, une suite de Cauchy converge si et seulement si elle admet une sous-suite
extraite convergente.
4. Ce résultat est aussi vrai pour le cas ou V' est un espace préhilbertien et W un sous-espace vectoriel fermé.




Définition 1.5. Soient V et W deux F-espaces normés, alors on dit qu’une application linéaire continue
¢ de V vers W est un morphisme strict si 'isomorphisme algébrique V/Ker ¢ — Im ¢ est un homéo-
morphisme.

Maintenant on va donner une caractérisation des morphismes stricts entre des espaces de Banach.

Théoréme 1.6. Soient V et W des espaces de Banach sur F, soit T : V — W une application linéaire
continue. Alors T est strict si et seulement si Im(T') est un sous-espace fermé de W.

Démonstration. L’application linéaire T' induit un isomorphisme algébrique (ou linéaire) T': V/ Ker(T) —
Im(T), c’est-a-dire, T est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Comme Ker(T') est un sous-espace fermé
de l'espace de Banach V| alors par la proposition 1.3, Ker(7') et V/Ker(T') sont tous des espaces de
Banach.

Si T est strict, alors Im(7") est homéomorphe a V/Ker(T), ce dernier étant un espace de Banach,
Im(T') lest aussi. Comme Im(7T’) est un sous-espace complet, donc Im(T") est un sous-espace fermé de W.
Réciproquement, si Im(7T') est un sous-espace fermé de ’espace de Banach W, alors Im(7") lui-méme est
aussi un espace de Banach, donc par le théoréme de ’application ouverte, I’application linéaire continue
bijective T est ouverte, donc est un homéomorphisme, i.e. T est strict. O

Définition-Proposition 1.7. Soit V un espace normé sur [F on appelle dual topologique, et on note V*,
le F-espace vectoriel des formes linéaires continues de V' vers F muni de la norme suivante : si v € V*
alors
[v]lv+ = sup [v(z)].
zeV
lzll<1
Démonstration. On montre que || - ||y~ défini est une norme sur P’espace V* :

Positivité, séparation et homogénéité Les trois propriétés sont des conséquences directes de la po-
sitivité, séparation et homogénéité de la norme || - ||y et de le module de F.

Inégalité triangulaire Soient vi,ve € V*, pour tout x € V, |v1(x) + ve(x)| < |v1(z)| + |v2(x)], donc

[v1 +vaflve = sup [vi(z) + va(z)|llz)lv < sup (@) + v (@)||zllv < lvallve + [lvallv-.

(4SS x
lzll<1 <1

Proposition 1.8. Si V' est un espace normé V*, le dual topologique est un espace de Banach.

Démonstration. Soit {v;}ien une suite de Cauchy dans V*. Pour tout x € V' \ {0} et 4,7 € N on a
|(vi —vj)(x)| < |z|||vi — vj||v+ par définition de la norme du dual. Cela implique que la suite {v;(z)}ien
est une suite de Cauchy en F, donc convergent. Soit v* : V — F Iapplication F-linéaire telle que pour
tout © € V, v*(x) = lim;_ o v;(z). Pour tout 7 et pour tout x différent de 0, on a |(v* — v;)(z)| =
limsup; . [(v; — vi)(z)| < [Jz|ly limsup,_, o, [[v; — vil|y+. D’ott on obtient soit

sup [V (z)| < sup |(v" —wi(2))lllzllv + sup [vi(2)|[[z]lv <limsup|lv; —vi]ve + [va]lv-
zeV zeV zeV Jj—o0
llzll<t llzll<t llzll<1

et donc que v* € V*| soit v; — v* parce que

limsup ||[v* — v4||v+ < limsuplimsup ||v; — v+ = 0.
i—00 1—00 Jj—o0

O

Théoréme 1.9. Si V est un espace de Hilbert, alors V*, le dual topologique, est aussi un espace de
Hilbert. De plus Uapplication R-linéaire © : V — V* qui a x € V associe (:|x)y € V* est une isométrie
surjective. Dans le cas ot F = C, on a que © est C-antilinéaire et (O(y)|O(x))v~ = (z|y)v.

Démonstration. L’application © est R-linéaire par la définition d’espace de Hilbert. Soit z € V, alors
pour tout y € V, on obtient par I'inégalité de Cauchy-Schwartz que |(y|z)v| < |lyllv|z|lv; de plus,

[(z]x)v]| = ||z|lv]zlv, dou ||©(x)|v+ = ||(-|z)|lv+ = ||z|lv. Le morphisme © est aussi surjectif par le
théoréme de représentation de Riesz. En particulier, si F = R, pour touts vq,va € V*, (v1,10)y+ =
(071 (v1),07 (v2))v est un produit scalaire tel que (vq,v1)v+ = |11}

Finalement si F = C, l’application © est C-antilinéaire par la définition de norme hilbertienne sur C.

Si F = R, pour touts v1,ve € V*, (v1,v9)v+ := (071 (12),071(v1))y est un produit scalaire hermitien tel
que (vi,v1)v+ = [P

O



1.2 Le théoréme de compacité de Riesz

Ici on va discuter du théoréme de Riesz qui établit I’équivalence entre la finitude de dimension, un
aspect algébrique, et la compacité locale, un aspect topologique. De plus, ce théoréme s’applique sur tout
espace vectoriel topologique séparé.

On va donner des différentes démonstrations pour des résultats de différentes généralités.

Théoréme 1.10 (Théoréme de Riesz pour les espaces préhilbertiens). Soit V' un espace préhilbertien,
alors V' est localement compact si et seulement si V' est de dimension finie.

Démonstration. Si V' est un espace préhilbertien de dimension finie, alors les parties compactes de V'
sont des parties fermées et bornées, d’ou la compacité locale.

Soit V' un espace préhilbertien localement compact. Supposons que V est de dimension infinie, alors
on peut trouver une suite infinie & de vecteurs linéairement indépendants. Par la procédé de Gram-
Schmidt, on peut supposer que les vecteurs dans % orthogonaux entre eux et de norme 1. Soit B la
boule unité fermée de V, alors on a clairement que % C B. Comme V est localement compact, B est
compacte, alors il existe une sous-suite convergente de %, disons (v, )nen. En conséquence, (vp,)nen est
une suite de Cauchy dans V. Mais quels que soient m,n € N, m # n, on a

[vm = vall = (Vm = Valvm = va) = [vml® + vall? = (Vmlv) = (Valvom) = 2
car (Vp|vm) = (vm|vn) = 0, donc vy, ne peut pas étre une suite de Cauchy dans V. Contradiction. O

Théoréme 1.11 (Théoréme de Riesz pour les espaces vectoriels normés). Soit V' un espace vectoriel
normé, alors V' est localement compact si et seulement si V est de dimension finie.

Démonstration. La suffisance déduit du théoréme de Heine-Borel et du fait que sur un R-espace vectoriel
de dimension finie, toute norme équivaut a la norme euclidienne.

Démontrons que la condition est nécessaire. Supposons que (V, || - ||) est localement compact. Soit U
un voisinage ouvert de 0 dans V, tel que U est compact. Maintenant on pose pour tout n € N

1

Alors on a Uy = U, Uy = U/2. On prend % = {v + U1 },c un recouvrement de U, comme U compact,
% admet un sous-recouvrement fini % = {v; + U1}!,. Soit W = (v1,...,v,) le sous-espace vectoriel
de V engendré par les v;, alors W est de dimension finie (dim W < n). On veut montrer que V = W.
Pour cela, comme U est un voisinage de 0, il suffit de montrer que U C W. En effet, comme U est un
voisinage ouvert de 0, il existe une boule centrée en 0 de rayon r contenue dans U. Quelque soit v # 0
dans V, on a vy = rv/||v|| € B(0,r) C U, donc si on peut montrer que U C W, on a vg € W ; mais W
est un espace vectoriel, donc v € W, ce qui implique que V' =W.

Enfin on montre que U C W. Par la construction de W, on a U = Uy C W + Uy ; en divisant par 2, on
obtient alors

UR=U, CW/2+U/2=W + U,

En itérant le procédé, ona:Vn € N, U C W+U,,, donc U C W. Mais W est un sous-espace de dimension
finie, donc sur W la norme ||- || est équivalente a la norme euclidienne et donc W est complet par rapport
a la norme || - |. On sait qu'un sous-espace complet d’un espace vectoriel normé est fermé, d’on W est
fermé, i.e. W =W. Donc U C W.

O

L’équivalence entre locale compacité et la finitude de dimension est vraie aussi pour les espaces de
Fréchet, ce qui constitue un lemme fondamental dans la démonstration du lemme de Schwartz :

Théoréme 1.12 (L. Schwartz). Soient E et F' deux espaces de Fréchet, f et g : E — F deuz applications
linéaires continues telles que f+ g soit surjective et f compacte. Alors Im g est fermée et de codimension
finie dans F'.

Ce théoréme de Schwartz est un point clé dans la démonstration du théoréme de finitude de Cartan-
Serre qui est une version générale du théoréme de finitude que I'on va démontrer dans la section 3.



1.3 L’inégalité de Poincaré-Wirtinger

L’inégalité de Poincaré classique est une inégalité sur un ouvert U de R™ borné dans une direction
dans I'espace W, ?(U) (la fermeture des fonctions C5°(U)). Cette inégalité permet de borner la norme
LP d’une fonction avec la norme LP de son gradient au sens des distributions. Il y a plusieurs fagons
d’obtenir des estimations semblables, qui dépendent de la géométrie du domaine de définition. Un exemple
est l'inégalité de Poincaré-Wirtinger sur une boule de R? qu’on va présenter dans cette section. On va
noter Br := B(0, R) et I l'intervalle [0,1].

Théoréme 1.13 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger). Si f est un fonction dans W'(Bg) a moyenne nulle,
alors

| fllz2(Br) < 8RIV fllL2(BR)-

Démonstration. Comme les normes de I'inégalité sont continue par rapport a la norme de W1 (Bg)
et par la densité des fonctions C!(Bg) dans I'espace W1(Bg), c’est suffisent montrer I'inégalité avec
f € C1(Bg). Par le théoréme du calcul intégral, pour touts 2,y € B on a

f@) = 1) = [ Vit + 0= ) - )t
En intégrant par rapport & y, par ’hypothese sur la moyenne de f, on obtient
f@ =3B [[ i 1 ) - iy,
BrxI

Donc
2

|[f(@)]* = \(Br) ™

/ / Vf(tz + (1 tyy)(x — y)dtdy
BrxI

et par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

F@F <ABr) " [ [9int - 0Pl - yPdidy,
BrxI

En intégrant par rapport a z,
| i@ <x@o " [[[ 195+ - )Pl - Pdedyda,
Br B%x1I
L’integral de droite est invariant par rapport a la transformation x +— y et t — (1 —¢), alors

/// |Vf(t:c+(1ft)y)|2|9:—y|2dtdyd:c:2/// |V f(tz 4+ (1 — t)y)|?|z — y|*dtdyda.
B%xI B%x[1/2,1]

Si on pose z := tx + (1 — t)y, comme |z — y|? = t 72|z — y|? et le Jacobien est ¢t =2, alors on obtient
[ 1s@Pds <ox@a [[[ 98GR - Pty <
Bpr A
<o [ IV 1))z — 2t dtdyd.
B2,x[1/2,1]
Ou A est une certaine partie de B% x [1/2,1]. Comme |z — y| < 2R et t—* < 2%, on obtient

/B|f(a:)|2dx<(8R)2/ IV f(2)[?dz.

Br



1.4 Un critére d’holomorphie

On considére C, identifié¢ avec le plan réel R2. Soit D le disque ouvert du plan complexe de rayon 1.

Une fonction holomorphe est définie comme une fonction C! qui est solution de I’équation de Cauchy-
Riemann. Etonnamment on a qu'une distribution quelconque qui est solution de I’équation de Cauchy-
Riemann est une fonction holomorphe. On va bien voir cette propriété en donnant deux démonstrations
différentes. La premiére avec des rudiments de la théorie des opérateurs elliptique et la théorie des
distributions ; 'autre par approximation de h et donc en utilisant quelque résultat sur le produit de
convolution.

Théoréme 1.14. Soit h une fonction a carré sommable sur D, telle que pour toute fonction f de classe
C* a support compact dans D, on a

of
h(x)==(z) dz = 0.
[ n@)Ghta) da
Alors h coincide presque partout avec une fonction holomorphe.

1.4.1 Premiére démonstration

L’opérateur 05 est un opérateur différentiel linéaire & coefficients constants qui a une solution fonda-
mentale C' hors 'origine, donc c’est hypoelliptique. Cela veut dire que les solutions au sens faible de
0:T = 0 sont des fonctions C'*°. En particulier, comme la dérivé par rapport a z est nulle ces sont des
fonctions holomorphes. On voit en détail les passages.

Définition 1.15. On dit que P est un opérateur différentiel linéaire & coefficients constants dans R™ si
P = Z 0%
leel<n

ou « € N, les a,, sont dans C et 9 sont les composées de dérivations au sans des distributions. On dit
qu’une distribution E définie sur R™ est une solution fondamentale de P si PE = dg.

On va admettre le résultat suivant.

Théoréme 1.16. Soit P un opérateur différentiel linéaire a coefficients constants dans R™. Si P a une
solution fondamentale E telle que la restriction ¢ R™ \ {0} est une fonction C™, alors pour toute partie
ouverte Q de R™ et pour tout F' € C*®(R2), les solutions de I’équation PT = F dans D'(Q) sont dans
C>(Q).

Dans notre cas on peut montrer grace au théoréme de Stokes le fait suivant.
Lemme 1.17. La fonction 1/7z est une solution fondamentale de 0, .
Gréace cela on peut démontrer finalement le théoréme 1.14.

Démonstration 1 du théoréeme 1.14. On peut récrire 'hypothése comme 0;7y, = 0, ou T}, est la distri-
bution réguliére associée a h. Par le lemme 1.17, on peut appliquer le théoréme 1.16, en remplacant
P=0;,T="T,et FF=0.Ce quon obtient c’est que T}, est C*°(D) et donc il existe une fonction h dans
C> (D), égale a h presque partout et telle que d:h = 0 au sens fort. Donc h est holomorphe parce que la
composante antilinéaire de la différentielle est nulle. O

1.4.2 Deuxiéme démonstration

Une démonstration sans le langage des distributions est aussi possible sans trop de complications. La
raison est que les fonctions holomorphes ont une propriété trés particuliére par rapport a la norme L? et
cela rend plutot facile obtenir une démonstration par un argument d’approximation.

On fait tout d’abord un bref rappel sur 'approximation des fonctions L? par convolution avec une
approximation de 1'unité.

Définition 1.18. Soit p; () une fonction de R? & moyenne 1 positive & support compact, soient p,, (x) :=
n~%p;(nz) pour n > 1. Alors on appelle {p, }nen une approzimation de 'unité.

On admet le lemme suivant sur les approximations de I'unité.



Théoréme 1.19. Soit g € Li(ID)), ou p est une mesure absolument continue par rapport & la mesure de
Lebesgue, qui admet une densité continue et bornée sur D. Soit {p,}nen une approzimation de 'unité
de R2. Soient g, := g * p, pour tout n. Alors les fonctions g, sont C> sur R? et les g,|p convergent a
g dans L7, (D). En plus si ;g € L2 (D) alors dign|p convergent dans L2 (D) & ;9. Finalement si g est d
support compact dans D, alors, pour n assez grand, supp(g,) C D.

On va maintenant montrer qu’une suite de fonctions holomorphes qui converge en norme L? converge
vers une fonction holomorphe. On commence par un théoréme trés classique d’analyse complexe.

Théoréme 1.20. Si une suite de fonctions { fn tnen holomorphes définies sur D converge & f uniformé-
ment sur tous les compacts, alors f est holomorphe sur D.

Démonstration. On sait que la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue. Ainsi f
est continue sur tout compact de D, donc est continue sur D. Par le théoréme de Morera, pour montrer
que f est holomorphe c’est suffisent montrer que f(z)dz est une forme fermée. Pour avoir cela il suffit
de prouver que f7 f(2)dz = 0 pour tout v bord d’un rectangle contenu dans . Comme f est la limite

uniforme de la suite {f, }ren, alors sur le bord de tout rectangle on a

L £(z)dz = lim L F(2)dz = 0

Ce théoréme a comme conséquence le lemme suivant.

Lemme 1.21. Pour toute partie compacte de D il existe C'i € R tel que pour toute g fonction holomorphe
dans L*(D) on ait ||g| o x) < Ckl|gll2my- En plus les classes représentées par une fonction holomorphe
sur D constituent une partie fermée de L?(D).

Démonstration. Si K est une partie compacte de D, on a que r := dist(K,D¢) > 0. Soit z € K, et soit
B := B(z,7) C D une boule ouvert. Soit g une fonction holomorphe dans L?(D). Par la propriété de la
moyenne et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

9()| = \A(B)‘l [ sty <) [ laolas < xw2 ( g<x>|2dx)1/2.

Alors ||g]| e (r) < Ck ||9ll 22Dy, ot Ck := A(B)~!. En conséquence si { fn}nen est une suite de fonctions
holomorphes qui converge & f en norme L2, alors par I'inégalité la suite converge uniformément sur tout
compact de D. Par le théoréme 1.20, cela implique que f est holomorphe. O

On peut finalement donner la deuxiéme démonstration du théoréme 1.14.

Démonstration 2 du théoréme 1.14. Par abuse de notation on appelle encore h la fonction définie sur
tout R? qui coincide avec h sur D et vaut 0 dehors . Soit {p, }nen une approximation de I'unité dans
D et soient h,, := h* p,. Maintenant il faut traduire ’hypothése sur h par des hypothéses sur toutes h,,.
Pour faire cela il faut utiliser deux identités.

Lemme 1.22. Pour toute fonction f de classe C* a support compact dans D et pour tout n € N, on a

/R2(h*pn)(x)gi_c(x) dx:/Rz h(z )(pn 29( ) da (1.4.1)

et pour tout v € R?,
0 0
(e ) @)= 5 Gux D0 (142

Démonstration du lemme. La premiére identité est obtenu par changement de variables, en utilisant le
théoréme de Fubini. On peut appliquer ce théoréme comme p,, et f sont C*° a support compact et h est
L'. Ainsi si on pose 2’ :=2 —y, ¥ = —y et pn(y) := pn(—y), alors

/Rg(h*pnfd:v—/w/ (x —y)pny ))dyaf()
[ e By g -
:/R2h( )(pn ZD( ')y da.
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La deuxiéme égalité est une conséquence du théoréme de dérivation sous le signe d’intégral. On peut
l'utiliser, comme f et p, sont C> & support compact. O

~ Soit Bp la boule fermée centré en 0, de rayon R. On veut montrer que h est holomorphe sur tout
Bgr pour R < 1. On fixe R < 1; soit f une fonction C* a support dans Bg. Comme {p, }nen est
une approximation de 1'unité, le théoréme 1.19 dit que pour tout n, la fonction p,, * f est C sur R2.
En plus, comme f est & support compact, pour n > Ng, avec Ng € N qui dépend seulement de R,
supp(pp, * f) € D. Ainsi par les deux identités du lemme et par 'hypothése, pour n > N,

of 3 of _ . Of _
[ ()G @) de - /Rz(h ) (@) 5L (1) dr = /]R h(z) (pn . az) () do =
= [ h@) 2 (pur ) @) de =0,
R2 z

Par le théoréme 1.19, pour tout n, h, est C™ sur R? et par hypothése f est & support compact, donc
par le théoréme de Stokes,

Ohy, of
/]Rz g(x)f(x) dz = 7/11@2 hn(:zz)%(x) d.

On note que on peut écrire aussi que pour n > Npg,
8(hn|BR)
—a dr = 0.
[, A @) se) do

Comme les fonctions C™° & support compact dans B sont denses dans L?(Bg), alors 3zhn|z Br) = 0

2
et donc h"|EBR) est holomorphe pour n > Ng. Par le théoréme 1.19, h,, L—> h, donc on a aussi
2
hn'BR L (_B>R)
holomorphe.

h|gy. Par le théoréme 1.20, comme pour n > Npg les hy[g  sont holomorphes, h[g  est

11



2 Espaces de Sobolev de formes différentielles

Soit X une surface de Riemann, on veut construire des espaces de formes différentielles complexes.
On peut pas utiliser simplement les espaces de formes C'*° parce que pour démontrer la dualité il faut
utiliser des espaces de Banach. Dans cette section on commence en rappellent la définition de fibré
vectoriel complexe sur X e de forme différentielles complexes. On définit 'opérateur de Hodge sur les
1-formes différentielles et on voit quelque propriété basilaire. Ensuite on construit des espaces de Sobolev
EY E' et E2, ot w est une certaine forme volume et on montre des résultats sur Popérateur différentiel
d. On va montrer & la fin que grace a I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, d :: E0 — E' est un morphisme
strict. C’est un point clé pour la démonstration de la finitude de la dimension de H.

2.1 La structure complexe de X
On va étudier maintenant les surfaces de Riemann. On commence en donnant la définition.

Définition 2.1. On appelle surface de Riemann une variété complexe de dimension 1. En particulier
on suppose qu’elle est séparé et & base dénombrable.

Remarque. L’ensemble () muni de l'atlas {0} est en particulier une surface de Riemann.

Comme X est aussi une variété différentielle, elle admet un fibré tangent réel Ty g. Si (¢, U;) sont des
cartes de X alors on peut identifier pour tout = I'espace tangent en x, T'x , & C, grace aux différentielles.
Alors on a des endomorphismes

Jj : TUj,]R — TUj,R

induits par les endomorphismes id x -¢ de U; x C.

Lemme 2.2. Si X est une surface de Riemann il existe un endomorphisme global J de Tx g telle que
les restrictions en Ty, r sont Jj, en plus J? = —Idry -

Démonstration. Il suffit de vérifier que les morphismes J; sont le méme sur I'intersection. Si U;, NUj, est
non vide alors la fonction ¢, o<,0j_11 20, (Uj,NU,) = @4, (Uj, MU, ) est holomorphe. Donc la différentielle
est C-linéaire et cela veut dire qu’elle commute avec la multiplication par . Comme .J j2 =1 dTUj,ug pour
tout j, alors J? = —Idry . O

SiTx,c :=Txr®C, on peut étendre J & T'x ¢ par linéarité. En plus pour tout U; on prend comme
base du C-espace vectoriel Ty, c,
170 .0
2 (830 28y>

9

0z

o 1,0 .0
%‘5(%“@)
0

ox

On note que J est C-linéaire et il envoie vers 2 et -2 vers —-Z et encore & vers i-> et - vers
oy Jy ox 0z 0z 0z
;9
oz"

On commence & donner la définition d’une k-forme différentielle (complexe).

Définition 2.3. On appelle k-forme différentielle (continue) ou k-forme (continue) une section (conti-

nue) du fibré vectoriel /\IC T ¢ On dit qu’une 1-forme est de type (1,0) si sur toute carte elle annule %

et de autre coté on dit que elle est de type (0, 1) si elle annule a%' Pour toute carte de X on va noter

dz et dz la base duale de %, %, en particulier dz = dx + idy et dz = dz — idy.

Remarque. Une forme est de type (1,0) si et seulement si pour toute carte on peut I’écrire dans la forme
fdz. De lautre coté une forme est de type (0, 1) si et seulement si pour toute carte on peut 1’écrire dans
la forme fdz.

Lemme 2.4. Une 1-forme qui est a la fois de type (1,0) et de type (0,1) est la forme 0. En plus toute
1-forme est de fagon unique la somme d’une forme de type (1,0) et d’une forme de type (0,1).

Démonstration. Une 1-forme qui annule & la fois % et % dans toutes les cartes fais 0 si évaluée sur tout
élément du fibré tangent, donc elle est la forme 0.
Soit « une 1-forme, et soient

1 )
otV .= i(a — zaJ)

12



0,1

« (a+iaJ).

N |

On a clairement a = ™% + a%! et si on applique ces deux formes a % et 6% pour tout point de X on
voit par calcul qu’elles sont de type (1,0) et (0,1) respectivement. Si 310 et %! sont des autres forme
de type (1,0) et (0,1) telles que a = 40 + 8% “alors !0 — g0 = @01 — 301 et o1:0 — B10 doit étre

au méme temps de type (1,0) et de type (0, 1), donc c’est 0. O

Maintenant on veut définir 'opérateur de Hodge. On commence en définissant
T T)*(,R ®R C — T)*(,]R ®R (C

par conjugaison complexe a droite, on va noter cette application avec une barre. On va utiliser les identités
suivantes : dzJ = idz, dzJ = —idZ et dz = dz, dz = dz.

Définition 2.5. Si « est une 1-forme on définit *a := —aJ. On appelle cet opérateur, ’opérateur de
Hodge.

Lemme 2.6. L’opérateur de Hodge est C-antilinéaire et il envoie dz vers idz et dZ vers —idz. Donc il
envoie formes de type (1,0) en forme de type (0,1) et vice versa. En plus ¥*> = —Id.

Démonstration. Pour toute a € E' et pour tout A € C, *(Aa) = —AaJ = A(*a). On calcul maintenant
xdz = —dzJ = —idz = idZ et *dZ = —dzJ = idZ = —idZz. Encore on a pour toute o € E'
w2a=—-To(xa)oJ =—To(=ToaoJ)oJ =7*0aoc ]
Comme 72 = Id et J?> = —Id, on a *>a = —q, ainsi **> = —Id.
O

Définition 2.7. On dit qu'une 2-forme 7 est réelle (resp. positive, resp. strictement positive) si pour

tout z € X, n, (a%v 0%) est réelle (resp. positif, resp. strictement positif).

Remarque. Toute 2-forme positive (resp.strictement positive) a intégral sur X positive (resp.strictement
positive).

Lemme 2.8. Pour toutes a et B 1-formes, on a que a Ax3 = B A xa et en plus a A x« est réelle positive
et strictement positive aux points ot o ne s’annule pas.

Démonstration. On note que pour tout « et S 1-formes et pour tout point = € X,

@0 (2 2) — o 2) (D) (D)0 () -
= Qg (6833)51(883;) + oy (5(1>ﬁ1(88y> =
Qg ((r%)ﬂx ([%) + ag ((%)590 ((%)

Gréce a ce calcul, si on change « avec 8 dans la formule on obtient que o A % et 8 A x« sont égaux

sur (%, a%) et donc, comme elles sont des 2-formes sur un espace de dimension deux, elles sont égaux.
Si on pose 3 = a dans la formule par contre on obtient

(o xa) i a): am(%)F* am(a%)’?

oz’ dy
et ainsi le résultat final. O

On va faire un petit calcul.

Lemme 2.9. Si U est un ouvert de C et f et g sont deux fonctions complexes définies sur U, alors
(fdz + gdz) Ax(fdz + gdz) = 2(|f* + |g[?) (dz A dy).

13



Démonstration. On a déja vu que xdz = idZ et *xdzZ = —idz, alors
(fdz + gdz) A +(fdz + gdz) = (fdz + gdz) Ni(fdz — gdz) = i(|f|> + |g|*) (dz A dZ).
Mais dzAdz = (dz+idy) A (dz—idy) = —2i (dz Ady), alors on trouve exactement le résultat cherché. O
Une classe trés importante de 1-formes est la classe des formes différentielles holomorphes.

Définition 2.10. On appelle forme holomorphe sur une surface de Riemann X toute forme différentielle
a de type (1,0) sur X telle que sur toute carte analytique (U, %) de X, oy admet en coordonnées locales
z associées a ¢ une expression locale f(z)dz ou f est une fonction holomorphe sur ¢(U).

On admet le théoréme suivant.

Théoréme 2.11. Les formes holomorphes sont localement exactes. En plus si l’intégral de la forme sur
tout lacet de X est égal a zéro alors la forme est exacte.

On montre maintenant :
Proposition 2.12. Si « est holomorphe et df = « alors f est holomorphe sur X.

On peut le vérifier localement : pour tout x € X, on veut montrer que f est holomorphe en x. Soit
(U, ¢, z) de X centrée en z telle que ¢p(U) = D, alors par la commutativité de la dérivée extérieure et le
tiré en arriére on a :

(@) (elv) = (7" (dflv)| = d((¢™ ") flv) = d(flu o d™") = %dz + %di

ol fy = flu o ¢! est une fonction de classe C! sur D. Mais « est une forme holomorphe sur X, donc
(¢~H)*(ay) est une forme différentielle holomorphe sur D, ce qui s’écrit h(z)dz avec h une fonction
holomorphe sur D, d’ot on a que

0fe _

0z
est holomorphe et que

o _

0z
Par le théoréme 1.14, f4 coincide presque partout avec une fonction holomorphe sur DD, mais f, est de
classe C! car f lest, donc fg est holomorphe sur . Ainsi f est holomorphe en x pour tout z € X. Donc
f est une fonction holomorphe globale sur X.

0.

2.2 L’espace E!

On va maintenant a étudier différents espaces de formes. On suppose & partir de maintenant que X
soit compacte.
Un théoréme qu’on va utiliser beaucoup c’est le suivant.

Théoréme 2.13. Si X est un espace topologique et p est une mesure sur les boréliens, alors Li(X) est
complet.

Définition 2.14. On dit qu'une 1-forme est mesurable si toute expression locale est de la forme fdz+gdz
ol f et g sont mesurables. On note E'(X) I'ensemble de 1-formes mesurables o de X telles que

/a/\*a<oo.
X

On note pour toutes a, 8 € E!

(lB) g1 = /X o A xB

et |af| g = (a|a)g12. Maintenant on indique E'(X) I'espace E'(X) modulo les formes o € E*(X) telles
que |||z = 0. On note pour toutes [a], [8] € E', ([a]|[B])m: = (a|B) s et ||[[a]]|z = ||a]/z:. On va
confondre un élément de E', donc une classe, avec un représentant quelconque.

Lemme 2.15. L’espace (El, (| )El) est un espace préhilbertien compleze.
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Démonstration. La fonction (|)g: est une expression hermitienne, en fait si o, 8,7 € E' et A € C,

<Aa+m>E1:/Xuaw)m=A/Xam+/XﬂM=A<a,w>El+<ﬂ,v>E1.

En plus par le lemme 2.8

(8, ) g :/XB/\*oz:/Xa/\*ﬂ:(a,B)El.

La forme hermitienne (|)z1 est un produit scalaire par le lemme 2.8, comme si a € E!, (o, ) =
Jx @ Axa >0 et c’est 0 si et seulement si @ = 0. O

Lemme 2.16. L’espace (E',(|)p1) est complet.

Démonstration. Soit {an }neny € E' une suite de Cauchy et soit {U; }1<i<m un recouvrement des ouverts
de cartes. Soit encore {¢;}1<i<m une partition C* de I'unité subordonnée au recouvrement {U; }1<i<m.-
Soient pour tout n € Net 1 < i < m, ozsf) ‘= ¢;ay,. On peut écrire ag) = f,(f)dz + g,(f)dé avec f,(f),g,(f)
des fonctions sur U;. Les espaces L?(U;) sont complets par le théoréme 2.13. Par le lemme 2.9, pour touts
ni,ne € N on a que

o) — a3 =2 (178 — £ 13 + 102 — o2llz2 ) (2.2.1)

Alors pour tout ¢ les suites { f,(f)}neN et {gff)}neN sont de Cauchy. Par complétude, { fr(f)}neN et
{9} en convergent en norme L2 a des fonctions dans L2(U;), qu'on appelle f@) et ¢(). Encore par

Pidentité 2.2.1 cela veut dire que si o := f0dz + ¢®dz, alors o) — o dans E'. Comme a, =
Sl siai=" o alors ay, — o dans E7.
O
Lemme 2.17. L’opérateur de Hodge * : E' — E' est une isométrie.
Démonstration. Soit a € E', alors
| * a3 = (xa] * @) :/ xa A ¥2a = —/ *a/\a:/ aAxa = (ala) = ||laf%
b's b's b's
donc || x || = ||||, du coup * est une isométrie. O

Lemme 2.18. L’espace O (X, Tx ) est dense dans E'(X).

Démonstration. Soit {U;}1<i<m un recouvrement des ouverts de cartes avec images D et soit {¢; }1<i<m
une partition C*° de l'unité subordonnée au recouvrement {U; }1<icm. Soit a € E' et soient a; := ¢,
alors dans toute U; on peut écrire o;; comme f®dz +g@dz, avec f) et g9 dans L?(ID). Par le théoréme
1.19 pour tout ¢ ils existent {f,(f)}neN et {g,(f)}neN fonctions C*° a support dans U; qui convergent a

f@ et g respectivement en norme L2. Par le lemme 2.9 les 1-formes aﬁf ) = f,(f)dz + gg)di convergent
pour tout i vers a'? dans E'(X). En plus les agf) sont des formes dans C*° (X, T)*()(C) par construction,
alors si on prend pour tout n, o, == > .-, a£§> on a «a, € C°(X, T)*(’(C) et {ayp fnen converge & a dans

EY(X). O

Définition 2.19. On note E}0(X) et E%(X) ou simplement E}? et E%! les sous-espaces de formes
de type (1,0) et (0,1) de E*.

Proposition 2.20. Les espaces EV'0 et E%1 sont sous-espaces fermés de E', orthogonauz entre eux et
El — EI,O D EO,I‘

Démonstration. Soit {ay, }nen une suite de 1-formes de type (1,0) qui converge dans E! vers a. Pour
toute carte on peut écrire «,, = f,dz, alors par le lemme 2.9 « est localement de la forme fdz. Cela
implique que « est une forme de type (1,0). Par symétrie on peut faire le méme raisonnement pour une
suite dans E%!, donc les deux espaces sont fermés.

Pour l'orthogonalité il faut montrer que pour toute a € E10 et 3 € E®! (a|B8)g1 = 0. On a que 3
est de type (1,0), donc a A 3 = 0, cela implique que « et 8 sont orthogonaux.

La décomposition d’espaces vectoriels E' = E™0 @ E°%! est une conséquence du lemme 2.4. O
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Maintenant on va définir une forme bilinéaire (, ) sur E' & I'aide de laquelle on obtient des dualités
qu’on va utiliser dans la section 3 :

Définition-Proposition 2.21. Pour toutes o, 8 € E', on pose

(@8)= [ anp.
X
La fonction (, ) : E* x E! — C est une forme C-bilinéaire alterné continue. En plus
(o, B) = —(al* B) 1.
Démonstration. D’aprés le lemme 2.6, on a :
(o, 8) = (af =*B) g = —(a] * B)pr.

Comme premiéres conséquences de l'identité on a que par le lemme 2.15 la forme est C-bilinéaire et que
(a, &) = 0 par Porthogonalité entre « et *a. En plus, comme dans le lemme 2.15 on a montré que (|)g:
est un produit scalaire, alors par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

. B) = l(af * B)pr| < lleller - ||+ Bller = llaller - 1Bl
ce qui implique que (, ) est une forme bilinéaire continue sur E!. O
On utilise cette forme bilinéaire pour montrer une dualité entre E° et EO,
Proposition 2.22. La forme bilinéaire (, ) définit un isomorphisme entre EY0 et le dual de E*.

Démonstration. Soit ¢ : EL0 — (E%1)* qui & a associe a* := {a, -). L’application ¢ est bien définie car

la forme bilinéaire (, ) est continue. De plus, on montre que [|o||g1 = [|a*||(g1), pour tout o € E?. En
effet, pour tout a € EX0 et § € E%, on a a*(8) = (. A)| < llalle -|8]p1 done [la* | g1)- < llalle: ; en
posant 8 = xa € E%! on a a*(xa) = (a]a) = [|of?, donc ||a||pr = [|o*||(51)+, d'out ¢ est une isométrie.

En particulier ¢ est continue injective.

L’application ¢ est surjective : E%! est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire (|)g1,
soit © : E®! — (E%1)* le morphisme canonique du théoréme 1.9. Pour tout v € (E%!)* et pour tout
v € E%, ona

(11071 () = (1, x(07 (1)) = —(x(07'()),7) = (= * (67 (), )

donc si on pose o, = — * (071(v)) € EM? on a ¢(a,,) = v, donc ¢ est surjective. O

2.3 Les espaces E et E?

On va définir I'espace ES.
Définition 2.23. On dit qu'une 2-forme est une forme volume si elle est continue et positive.

Les surfaces de Riemann sont orientables, donc il existe toujours au moins une forme volume. Soit w
une forme volume de X, on appelle p, la mesure sur le boréliens de X induite et L2 (X) ou L2 I'espace
L? (X).

e

Définition 2.24. Si f € L2 a dérivées mesurables presque partout, on note df la forme définie localement
par %dz + %dé. On note d'f et d’f les parties de type (1,0) et (0,1) de df.

On note E2(X) ou simplement EC, le sous-ensemble de L2 de fonctions f € L2 a dérivées mesurables
presque partout telles que df € E'. Pour tout f,g € EY, on note (fl9) o == (f,9)r2 + (df,dg)Er-

Lemme 2.25. L’espace (EQ, (flg)go) est un espace de Hilbert complexe.

Démonstration. La fonction () po_est un produit scalaire hermitien parce qu'il est la somme de produits
scalaires hermitiens.

11 faut montrer que l'espace (EQ, (|)go) est complet. Soit {f,}nen C EY une suite de Cauchy, alors
{fn}nen est aussi une suite de Cauchy dans L2 et {df,}nen est une suite de Cauchy dans E'. Par le
théoréme 2.13 la suite {f,}nen € E2 converge a une certaine f dans L2. En particulier cette suite
converge & f au sens des distributions, alors {df, }nen converge au sens faible a df parce que la dérivée
est une application continue dans 'espace des distributions. Par le lemme 2.16 la suite {df, }nen converge
dans E! vers une certaine 1-forme. Cette forme ne peut qu’étre df, alors { f,, }nen converge a f dans E2.

O

16



Lemme 2.26. L’espace C(X,C) est dense dans E.

Démonstration. Soit {U;}1<igm un recouvrement des ouverts de cartes avec images D et soit {¢1}1<z<m
une partltlon de l'unité subordonnée au recouvrement {U;}1<i<m. Soit f € EY et soient fU () = ¢, f et
w; = ¢;w. Les fonctions f sont dans EO, et elles sont & support compact. Par le théoréme 1. 19 on peut

prendre pour tout ¢ une suite { fn tnen de fonctlons C* a support dans U; qui convergent a f(*) dans

EY. Si on prend pour tout n, fn =Y i, fn on a f, € C®°(X,C) et {f,}nen converge & f dans EC.
O

Lemme 2.27. Les applications d : E — E', d' : E? — E' et d” : E° — E! sont linéaires et continues.

Démonstration. La linéarité est une conséquence de la linéarité de la dérivée. Pour la continuité c’est
suffisent noter que par définition de la norme de EJ, [|df ||z < || fllgo et par orthogonalité entre E0 et
E% ona [|d' fllp < ||df[[pr et |d"fllpr < ldf||g:

O

Lemme 2.28. Si f est un élément de EO, alors ||d || g+ = ||d” f|| g1 - En particulier ||df || g = 2||d’ f|| g1 =
2||d" fl g -

Démonstration. Sion suppose que f de classe C2, on peut montrer avec un calcul direct que *d’ f= id" f
et xd"f = —id'f. On a que d'f s’écrit localement ﬂdz alors *d' f s’écrit localement comme z'af dz =

za_dz et c’est égale a I’écriture locale de id” f. De méme fagon xd” f s’écrit comme —i 6[ dz = —1 af dz.
Alors la forme exacte

dfdf) S df Adf = df AL F+d"fAdF = —i(dfAxd f—d'fAxd"f).

Par le théoréme de Stokes, comme X est compacte sans bord, fX (fdf) = 0. Cela implique d' f Axd'f =
d"f Axd" f et alors ||d f|| g1 = ||d” f]| 1. Comme I'espace C’Q( ) est dense dans E° comme conséquence
des lemmes 2.26 et 2.3, on arrive & montrer que ||d’'f| g = ||d” f||z: pour tout f € E°. Comme E'0 et
E%1! sont orthogonaux,

ldfllzr = ld fller + ld" fller = 2[ld" fllpr = 21d" fl|

Définition 2.29. On définit I'espace E2 comme le dual topologique de EC.

Remarque. Par le théoréme de représentation de Riesz, I’espace dual d’un espace de Hilbert est un espace
de Hilbert donc en particulier E? est un espace de Hilbert.

Lemme 2.30. Soit d: E' — E? l’application qui a o € E* associe la forme da : EX — C, qui a f € E°
associe —{df, ). Alors d : E* — E2 est bien définie, linéaire et continue.

Démonstration. On sait que d : E2 — El est linéaire et continue et que la forme bilinéaire (, ) est
continue. Alors effectivement da est une forme linéaire continue de E° et d : E' — E? est linéaire.

Tl reste & montrer la continuité. Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit scalaire (+|-) g1,
on a |[da(f)| < |ldf |z [|allzr < [|fllzo lallzr. Alors [[daf gz < |laf|gr ce qui implique la continuité. O

Lemme 2.31. Notons d’ : E'° — E? et d' : E%' — E2 les restrictions de d : EY — E*. Pour toute
f € E° et pour toute « € EY9, on a

d"a(f) = —(d"f,a)
et pour toute B € E°!

d'B(f)=—{d'f,B).
Démonstration. Par orthogonalité de E10 et E%! si oo € B0, alors
(df,a) = (d'f,a) + (d"f,a) = (d"f, ).

Si g e E%L alors
(df,B) = (d'f,B) +(d"f,B) = (d"f, B).
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On a finalement construit le diagramme suivant dans la catégorie des espaces de Hilbert avec les
fonctions linéaires continues :

El,O
d/ d//
EO d El d E2
d/l d/
EO,l

2.4 Démonstration du théoréme clé

On suppose maintenant que X soit connexe. Cela n’est pas une hypothése forte parce qu’on peut
toujours se ramener & travailler sur une certaine composante connexe de la surface. Le but de cette
sous-section est de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.32. Soit X une surface de Riemann connexe et compacte et soit w une forme volume de
X. Les applications d : E2 — E' et d” : ES — E%1 ont comme noyau les fonctions constantes de X et
les morphismes sont stricts.

Pour montrer que le morphisme est strict il faut utiliser I'inégalité de Poincaré-Wirtinger de la section
1. Cependant on peut pas l'utiliser directement mais il faut ’adapter pour une surface de Riemann
connexe et compacte.

On va admettre un fait général sur les espaces L2. Il n’est pas essentiel mais il aide 4 comprendre
mieux les démonstrations suivantes.

Lemme 2.33. Si X est un espace topologique et p est une mesure sur le boréliens de X, alors pour toute
fe LX),
inf [If —cllz = 1 — £l
avec f* = [y fdp.
Maintenant il faut démontrer une premiére généralisation de I'inégalité de Poincaré-Wirtinger.

Lemme 2.34. Soitn := g dz/Adz, ou g est une fonction continue et positive de D. Alors il existe C € R
tel que pour toute f € Ep(D), si on note f* := [, fn, alors || f — [ llee < Clldf (|5

Démonstration. On commence en notant que [|f — f*|ge = [, |f — f*[*n + ||df|[ 1, donc il suffit de
trouver C’ tel que fD If — f*I’n < C'||df||g:. Comme g est positive et continue sur un compact ils
existent m, M € R** tels que

m [[[15 = Pasdy< [ 1f = pPo<on [[[17 - Pasdy.

On a aussi que ||df|| g2 = 2||V f||L2n), donc f € W(D) et alors par inégalité 1.13,

/D 1 — £*Pn < SMV £l 2y = AM|df | 1.

Si on pose C' :=4M + 1 on a le résultat cherché. O

On démontre maintenant un lemme technique.

Lemme 2.35. Soit A un espace topologique et soit p une mesure sur les boréliens de A. Soient Ay, As
deuz boréliens de A tels que Ay U Ay = A et u(A; N Ay) # 0. Soit f € Li(A) et soient f1 = fla, et
fo=fla, et f*= [, fdu, f = [, fduet fs = [, fdu. Alors il existe C € R telle que

1f = fllezcay < C (11 = fillezcan + 1f2 = f5lln2a)) -
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Démonstration. Par 'inégalité triangulaire

Ilf1 = fallzzcarnas) < I = fille2cainas) + 11— f2llz2cainas) = I = fillzzcanas) +1fa = 3 1224 na0)-
On sait en plus que
Ilf1 = fillz2caina.) < IIfr = fillz2can

et que
1f2 = f3ll2(ainas) < ILf2 = f3llzzas)-

Ainsi
1f1 = follezainay < I = fllzcany + 1fe = £ llL2cay)-
Comme p(A; N Ay) # 0 on peut écrire

I1£7 = F3lle2cany < u(A2)u(Ar 0 A2) ™ (L = Fillzacan + 12 = F5ll2as)) - (2.4.1)

On a aussi une inégalité simple déduite de la construction de f; et fo,

I = Fillezcay < v = fillzzcan + 12 = fll L2 ) (2.4.2)
Et encore par 'inégalité triangulaire
1f2 = fTllL2(a0) < 2 = follecan) + 17 = f2llL2a0) (2.4.3)

Si on mit ensemble la (2.4.1), la (2.4.2) et la (2.4.3) on obtient

If = fillezcay < (L4 p(A) (A 0 A) ™) (11 = fillzcan + I1f2 = f3lln2cas)) -

Par le lemme 2.33, || f — f*|lz2ca) < IIf — f1|l£2(a), alors si on prend C := 1+ pu(Az)pu(A; N Az)~! on
obtient le résultat final. O

On peut finalement démontrer une version de 'inégalité de Poincaré-Wirtinger sur une surface de
Riemann connexe et compacte.

Proposition 2.36. Soit X une surface de Riemann conneze et compacte et soit w une forme volume
sur X. Alors il existe C,, € R tel que pour toute f € EY), si on note f* := [ fw, ||f — f*||go < C|ldf || g1

Démonstration. Comme X est compacte on peut prendre {U; }1<i<n un recouvrement d’ouverts de cartes
avec image D. Pour 1 < ¢ < n, soient V; := Uélej. Comme X est connexe on peut supposer que pour
1<i<n—1,V;NUg1 #0. On note f; := fly, et m; := fU fw et avec f! = fly, et m} = fVL- fw.

Les fonctions f; induisent des fonctions sur I qu’on appelle encore f;. En plus la forme w induit pour
tout ¢ une forme positive w; sur . Par le lemme 2.34, comme f; € EY (D), ils existent C; € R telles que
IIfi = miHE‘(‘)’i < Ci”dfiHEgi- Du coup on a pour tout %

1fi = millgo < Cilldfillgr < Cilldf || g (2.4.4)
Pour terminer la démonstration de la proposition on montre un lemme.
Lemme 2.37. Pour tout 1 < i < n ils existent C{ € R tels que
1 = millmo < Cilldf || -

Démonstration. Si i = 1 c’est vrai par la (2.4.4), avec C] := Cy le résultat. On suppose que pour un
certain i <n — 1, | f{ —mi|lgo < Cjlldf||pr. On a déja que || fir1 — mig1llpo < Cilldf||pr. On utilise le
lemme 2.35 avec Ay = V;, Ay = Usyq, f = f et p = po. On peut Putiliser comme V; N U;;1 est un
ouvert non vide par hypothése, donc p.,(V; NU;41) # 0. Alors ce qu’on obtient c’est || f{, | —mj [|go <
Ci,1||df|| g+ pour un certain Cj,; € R et donc on a prouvé le fait par récurrence. O

Si on prend i = n dans le lemme ce qu’on trouve c’est exactement le résultat qui on cherchait. O]
En utilisant aussi le théoréme suivant on peut démontrer le théoréme 2.32

Théoréme 2.38. Soit U un ouvert connexe de R™, et soit T une distribution sur U telle que pour toute
dérivation 0;, O;T = 0, alors T est une distribution réguliére T, ot ¢ € C.
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Démonstration. (Théoréme 2.32) On commence avec le calcul des noyaux. Supposons que f € E° soit
telle que df = 0. Alors pour toute carte complexe connexe de X, % = % = 0. Par le théoréme 2.38 f est
constante sur toute carte connexe. Comme X est connexe et f est localement constante, f est constante.
De lautre coté si f est constante elle est aussi localement constante, ainsi df = 0.

Supposons que d’f = 0, alors pour toute carte complexe dsf = 0, alors par le théoréme 1.14, f
est holomorphe sur les cartes. Cela implique que f est holomorphe. Les fonctions holomorphes sur une
surface de Riemann compacte et connexe sont constantes, donc f est constante. Réciproquement si f est
constante alors d”’ f = 0.

Maintenant on s’occupe de montrer que le morphisme est strict. L’espace normé quotient EY / Ker d =
E?/Kerd", par la premiére partie de la prouve, est muni de la norme suivante : si [f] € E°/Kerd,
[[f]ll = infeec |f — ¢llgo. Sion note f* := [y fw, par le lemme 2.33, [|[f][| = I|f — f*||zo. Comme d est
continue, lapplication induite de d, d : E?/Kerd — Imd, est encore continue. Pour montrer que d est
un homéomorphisme il faut montrer qu’il existe C' € R telle que pour toute f € EO, ||[f]l| < C||df]g:-
Pour ce quon a dit c’est équivalente & montrer que ||f — f*||go < C||df|g1. Cela c’est vrai grace a la
Proposition 2.36.

On peut faire le méme raisonnement pour d”, comme d” est continue, la fonction induite d"" est aussi
continue. Encore une fois, pour montrer que d” est un homéomorphisme il faut montrer qu’il existe C' € R
telle que pour toute f € EL, [|f — f*||go < C||d” f| g1. Par le lemme 2.28 c’est équivalent a montrer qu'’il
existe C' € R telle que pour toute f € EO, || f — f*[|go < (C/2)||df|| 1. Mais cela c’est encore vrai grace
a la Proposition 2.36.

O

20



3 Dualité et théoréme de finitude

Soit X une surface de Riemann connexe et compacte et soit w une forme de volume sur X. On a
définit dans la section 2 les espaces EJ et E2 qui dépendent de la forme w. Dés maintenant on fixe la
forme w une fois pour toute et on note E2 et E2 par EY et E? respectivement.

Le but principal de cette section est de démontrer la finitude de I'espace H = Coker(d” : E° — E%1)
dont I'on a besoin pour la construction des fonctions méromorphes qui séparent les points. Pour cela on va
démontrer, & Paide de la forme bilinéaire (, ) sur E', un résultat de dualité qui nous permet d’identifier
l'espace H au dual de 2 = Ker(d” : EY? — E?). On verra que £ est en fait espace des formes
différentielles holomorphes sur X dont la finitude déroule d’un théoréme de Montel ou du théoréme de
De Rham. Enfin on déduit la finitude de H de celle de {2.

Ce genre d’astuce rappelle un processus classique de la géométrie différentielle, celui la d’utiliser la
dualité de Poincaré pour calculer des groupes de cohomologie a partir des autres.

3.1 Dualité entre H et {?
Définition 3.1 ( L’espace 2 ). On note £ le noyau de d” : EY0 — E? i.e.

2 :=Ker(d" : E"* — E?)
On va montrer maintenant un résultat qui caractérise ’espace f2.

Proposition 3.2. L’espace 2 s’identifie & l’espace des classes de formes dans E' représentées par une
forme différentielle holomorphe sur X, c’est-a-dire, l’espace des formes qui coincide presque partout avec
une forme différentielle holomorphe (comme dans la définition 2.10).

Démonstration. Par la définition, on a 2 = {a € E'9da = d"a = 0}. Mais par le lemme 2.30 et
2.31, da = 0 signifie que pour tout f € E° on a —(df,a) = —(d"f,a) = 0, donc on peut écrire
2 ={a e EYONf e EY (d'f,a) =0}.

Soit v € {2, on va montrer que o admet des expressions locales holomorphes. En effet, soit =z € X,
(U, ¢, 2) une carte centrée en x avec ¢y (U) = D, on peut écrire (¢;,')*a|y = h(z)dz ot h est une fonction
L? sur D. Soit f une fonction C* sur X a support compact dans U, alors f € E® et fy, := fo (j)[;l est
une fonction C* a support compact dans . Donc on a par la définition de 2 que (d"f,a) =0, i.e.

/ h%dz ANdzZ = 22'/ h%dmdy =0
D 32 D 62’

Comme ¢ est un homéomorphisme biholomorphe, alors par le théoréme 1.14, on a que h coincide presque
partout avec une fonction holomorphe sur D.

Réciproquement, soit 8 une forme holomorphe, on va démontrer qu’elle définit un élément dans 2, i.e.
pour toute f dans E°, (d"B,f) = —(d"f,8) = 0. Soit Z = (U;)1<i<n un recouvrement ouvert de X
tel que pour chaque i, (U;, ¢, 2;) soit une carte centrée en z; avec ¢;(U;) = D. Comme S une forme
holomorphe sur X, alors 8; := (¢; 1)* Blu, = hidz; est une forme holomorphe sur D avec h; une fonction
holomorphe. Soit (x;)1<ign une partition de l'unité subordonnée au recouvrement % . Alors

sy =~ = [ prar=3 [ xpnas= [ a3
i=1 i=1

Comme
-
on a -
f: d'xi = d" (i xi> =0
d’on . a

n

SO 0af) =3 fd+ S vl =3 d f
=1 =1 =1

i=1
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Donc on a
(fod 6>:/XBA;d (fxi):;/mﬂ

ou f; = (fxi) o gi)i_l est une fonction de classe C! & support compact sur ID. Pour chaque i, h; est une
fonction méromorphe sur D, donc par le théoréme 1.14, on a

/ hi(2) Of; (2)dz A dz = 2i/ n, 2 dxdy =0
D 0z

9z 5

1" - afz _
A (fys) = hi(2) 2L (2) dz A d
on (1) =3 [ ) dzn iz

alors pour toute f € E°,

('8 =3 h(: ) = 0

i=1

Donc 3 € Ker(d” : EY° — E?) = 0. O
Définition 3.3 ( L’espace H ). On note H le conoyau de d” : E® — E%! i.e.
H := Coker(d" : E® — E*)

Maintenant on va montrer le théoréme de la dualité en utilisant le théoréme clé 2.32 que l'on a
montré dans la section 2. Pour cela on va d’abord expliciter la facon de la quelle on utilise le fait que le
morphisme d” : E® — E%! est strict; en effet, par le théoréme 1.6, 'espace Im(d”) est un sous-espace
fermeé de E%', ce qui implique que H s’identifie & I’espace vectoriel normé quotient de E%! par le sous-
espace fermé Im(d"”), donc H vérifie des propriétés que on a démontré dans la Sous-section 1.1. Ces
propriétés constitue les points clés dans la démonstration.

Enfin, on donne la démonstration de la dualité entre H et {2 en tant qu’espaces vectoriel topologiques.

Théoréme 3.4. La forme bilinéaire {, ) définit un isomorphisme entre §2 et le dual topologique de H.

Démonstration. Par composer 'inclusion ¢: {2 — Fjy; et I'application que I’'on définit dans la proposition
2.22 :

¢ . El,O — (EO,l)*
a— ¢la) = (" a—{a,B))

on obtient d’une maniére naturelle 'application ¢|o : 2 — (E%')*. Considérons o € Q alors ¢| () est
la forme linéaire continue o*: 3+ (a, B) sur E%L.

EO,l % H

On a vu dans la proposition 3.2 que 2 = {a € EYOVf € E° (d"f,a) = 0}, donc Ker(r) = Im(d"”) C
Ker(a*). D’aprés le théoréme clé 2.32 (la proposition 1.6), Im(d”) est un sous-espace fermé de E%1, H
est I'espace vectoriel normé quotient de E%! par le sous-espace fermé Im(d”’), donc H est un espace de
Hilbert par la proposition 1.4. De plus, par la proposition 1.2, on obtient une forme linéaire continue a*
sur H qui rend le diagramme ci-dessus commutatif. Ainsi on peut construire une application linéaire

0:02—>H"

o a*.

De plus, 7*: u +— u o 7 est injective, d’oil on obtient le diagramme commutatif suivant :
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EL0

dla

0 H* (EO,l)*'

En outre, dans la démonstration de la proposition 2.22, on a vu que ¢ est continue, donc ,hi|, 1’est aussi
donc encore par la propriété universelle des quotients dans la proposition 1.2, on a que 0 : H — 2% est
continue.

D’ailleurs, en identifiant par la définition 2.29 les espace (E°)* et E2, on a que le diagramme ci-dessous
commute.

d//
EI,O R E2

d// *
(EO,l)* (d”) ;(EO)*

En effet, quel que soit o € EY°, on a
(@) og(a) = (d") (") =a*od": fe E® = (a,d"f) = —(d"f,a) = d"a(f)

donce (d")*(a*) = d"a, ainsi (d")* o ¢ = d”, d’ott la commutativité du diagramme ci-dessus.
En combinant ces deux diagrammes ci-dessus, on obtient enfin :

0 0—po Y o p
0 ¢ |~ =
T o1y 47 0\ #

De plus, la suite en bas
* d” *
0— H* = (B0 120 (o)
est exacte. En effet, 7* est injective par définition; il suffit de montrer que Ker((d”)*) = Im(7*). D’une
part, pour tout u € Im(7*), il existe v € H*, tel que u = v o 7, donc

(d")*(u) =vomod'=0
d’ott u € Ker((d")*), ainsi Im(7*) C Ker((d"”)*). D’autre part, quel que soit v € Ker((d")*) C (E%1)*,

on ayod’ =0, dou le diagramme commutatif suivant :

11
™

E° —7 EOL H 0

On a vu que H est I’espace vectoriel normé quotient de E%' par Im(d”) et que ~ s’annule sur Im(d"),
donc par la proposition 1.2 il existe une unique forme linéaire continue 4 sur H telle que v = o7, d’ou
v € Im(7*). Ainsi Ker((d")*) = Im(7*).

Alors en appliquant le lemme des cing pour la catégorie abélienne des espaces vectoriels, on voit
que l'exactitude des deux suites horizontales implique que 6: 2 — H* est un isomorphisme d’espaces
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vectoriels. De plus, on a déja démontré que 6 est continue; comme 2 et H* sont tous les deux des
espaces de Hilbert, donc par le théoréme d’application ouverte, € est aussi un homéomorphisme d’espaces
topologiques. Finalement, 6 est un isomorphisme d’espace de Hilbert. O

3.2 Démonstrations du théoréme de finitude

On propose trois fagons différentes pour démontrer le théoréme de finitude, la premiére comme une
conséquence du théoréme de Montel, la deuxiéme déduite de la finitude de la cohomologie de De Rham
et la troisiéme du fait que le groupe fondamental des surfaces de Riemann est finiment engendré. Voila
I’énoncé du théoréme :

Théoréme 3.5 (théoréme de finitude pour £2). L’espace des formes holomorphes sur une surface de
Riemann connexe compacte X est de dimension finie, i.e. dimg 2 < +00.

Remarque. C’est un cas particulier d’un théoréme de Cartan-Serre sur la finitude des groupes de coho-
mologie & valeurs dans un faisceau cohérent sur une variété complexe compacte.

On montre d’abord la conséquence du théoréme de finitude de 2.

Théoréme 3.6 (théoréme de finitude pour H). Soit X une surface de Riemann conneze compacte et

w une forme volume. Alors le C-espace vectoriel H = Coker(ES, AN E%1) est de dimension finie. En

particulier dime H = dimg 2, donc la dimension de H ne dépende pas de w.

Démonstration. Par le théoréme 3.4 (2 est isomorphe au dual topologique de H. On a vu que H est
un espace de Hilbert, donc par le théoréme de représentation de Riesz, H est isomorphe & H*; en
particulier, la finitude de H* implique celle de H. Par le théoréme 3.5 I'espace {2 alors dimc H est finie
et dim¢ H = dimc {2. L]

3.2.1 Premiére démonstration

Comme 2 est un sous-espace vectoriel de ’espace E', ce dernier étant un espace de Hilbert, donc
d’aprés le théoréme 1.10 (Riesz), il suffit de montrer que {2 est localement compact. En effet, on a la
proposition suivante :

Proposition 3.7. L’espace {2 des formes holomorphes sur une surface de Riemann compacte connexe
X est localement compact.

Démonstration. Soit (ay)nen une suite de formes holomorphes dans 2, telle que pour tout n € N,
|| || € 1, on veut montrer que (o, )nen admet une sous-suite convergente (pour la norme || - ||g1) dans
2. Comme X compact, on peut prendre un recouvrement fini % de X constitué par les cartes. On écrit
U = {U1,Us,...Ux} ot pour chaque i, (U;, ¢;, z) est une carte centrée en z; avec ¢;(U;) = D.

Sur Uy, pour tout n € N on peut écrit o) := (o7 anly, = h%l)(z)dz avec h\Y) une fonction
holomorphe sur . Par le lemme 1.21, pour tout compact K dans D, il existe une constante C'x qui ne
dépend que de K, telle que

2l oo (k) < Cr||R| 2 (D)

Mais par le lemme 2.9 on a que

| =

1 1 1
1A 2. ) = / WD Pdady = - / o Aver, < & / i A ¥t = Hlanlle <
D 2 Uy 2 X 2

Donc pour tout compact K dans D, |h$ll)| < Ck/V?2 sur K, d’ou la famille (h%l))neN est bornée. Par
le théoreme de Montel, (hﬁ,”)neN est une famille normale sur D, donc elle admet une sous-suite extraite

convergente uniformément , disons (h(l()l))leN.
L)
Maintenant remplagant la suite (o, )nen par (o, o)) et 'ouvert Uy par Us, on répéte la méme procédé
l

et on obtient une sous-suite (a,2)ien extraite de (@ o) )ien donc de (an)nen telle que (h(2()2)) converge
l L)

uniformément sur tout compact dans . En itérant cette procédé pour ¢ = 1,2,...k, on obtient enfin

une sous-suite convergente extraite de (o, )nen, & savoir, (o, )ien avec n; = nl(k). On a que pour tout

1<i<k (h%})leN est une suite convergente sur tout compact de D.
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Soit (x;)1<ick une partition de l'unité subordonnée au recouvrement % et pour chaque i, soit K; le
support de x;, alors K; C U; est un compact ; comme ¢; est un homéomorphisme, donc F; := ¢;(K;)
est aussi un compact dans . De plus, F; est le support de la fonction 7; = x; o ¢i_1 sur D. Soit

M = Zf:l, A(F;) ot X est la mesure de Lebesgue sur R?. Maintenant, quelque soit € > 0, pour tout i,

comme (hif))leN converge sur Fj, il existe un entier L; € N tel que pour tous I, > L;, on a

||h(z) h(z) HLoc(Fi) < 6/\/ 2M.

nyr

Soit L = max; <<k Li, pour tous I,I’ > L, on a par le lemme 2.9 :

k
Qpy — Oy, 2 :/ Qp, — Op,, ) N *(Qp, — Q) = /Xi
| v X( ) A v) ZU. (
—22/7% )Ihi) (2) = i) (= \dardy—22/ n(2)[h) (2) = B9, ()2 dady

QZ/ h(l nl,||Loc(F)dxdy ZZ)\ Hh() hgz,)/HLOO(FL)
< 2M - (e/V2M)?

Donc [Jan, — an, || < €, d’oit (o, )ien est une suite de Cauchy dans 2. Comme {2 est un sous-espace
fermé de lespace de Hilbert E1°, donc 2 lui-méme est aussi un espace de Hilbert, et donc (am,)ien
converge pour la norme || - ||g1. Ainsi {2 est localement compact. O

Ui)/\*(

Ui)

U, — an,/ i anl/

3.2.2 Deuxiéme démonstration

Une deuxiéme démonstration du théoréme consiste & montrer qu’il existe une inclusion induite par
la composition :
2 =02"(X)— ZYX) » Hjp(X)

et on conclut par la finitude de la cohomologie de De Rham. Donc on se raméne & démontrer ces deux
résultats ci-dessous :

Théoréme 3.8 (finitude de la cohomologie de De Rham). Soit M une variété différentielle compacte.
Alors pour tout entier k > 0, le k-iéme groupe de la cohomologie de De Rham HSR(M) est de dimension

finie.
et
Proposition 3.9. Soit X une surface de Riemann compacte, alors le morphisme d’espaces vectoriels

défini par
2 =0YX) = Z"X) - Hir(X)

est injectif.

I. La cohomologie de De Rham Ici on va donner une bréve introduction a la cohomologie de De
Rham et présenter quelques résultats élémentaires que ’on va utiliser aprés.

Définition-Proposition 3.10 (Cohomologie de De Rham). Soit M une variété différentielle, soit &% (M)
I'espace des k-formes C™ globales sur M °, i.e. 'espace des C*°-sections globales du fibré cotangent de
M. Pour chaque k > 0, soit d* : &(M) — &*+1(M) la différentielle extérieure, alors on dispose d’un
complexe dans la catégorie des R-espaces vectoriels :

R M) L SR M) —s -

On définit la k-i‘eme cohomologie de De Rham de M le k-i‘eme groupe de cohomologie de ce complexe,
ie.
Hip(M) := H* (6™ (M)).

5. En effet, ici on note &% le faisceau des C> k-formes locales sur M.
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Plus précisément, pour chaque k, soit Z*¥(M) :=
constitué par les k-formes fermées et soit B¥(M) :
par les k-formes exactes. Alors BX(M) C Z¥(M), e

Hijp(M) = Z’“(M)/B’“(M)

K r(dd . &F — EFFL(M)) le sous-espace de &F(M)
= (éak 1 — &%) le sous-espace de &F(M) constitué

Démonstration. 1l suffit de montrer que &*(M) est vraiment un complexe. C’est claire par la propriété
de la différentielle extérieure : pour tout k > 0, d**1 o d* = 0. O

Maintenant on va présenter des propriétés importantes sans les démontrer.

Proposition 3.11 (Fonctorialité et Invariance par homotopie). Soient M et N variétés différentielles,
soit f : M — N une application continue, alors pour tout k f induit un morphisme de R-espaces vectoriels

Hig(f) : Hip(N) — Hip(M).

De plus, on a :

1. HkR est un foncteur contravariant de la catégorie des variétés différentielles vers celle des R-espaces
vectoriels, c’est-a-dire : soit g : N — P une application continue avec P une variété différentielle,

alors Hyg(g o f) = Hyr(f) o Hyr(g).
2. Hiz(f) ne dépend que de la classe d’homotopie de f, c’est-a-dire, si f et fi sont homotopes©, alors
Hir(f) = Hag(f1).

L’invariance de la cohomologie de De Rham par homotopie et le calcul élémentaire de la cohomologie
de De Rham de R! implique le corollaire suivant :

Corollaire 3.12 (Lemme de Poincaré). Pour tout n € N, on a

« " " . R six=0
Hap(R") = Hap(point) = { 0 ailleurs

La fonctorialité de la cohomologie de De Rham a une autre conséquence, a savoir, la suite de Mayer-
Vietoris :

Proposition 3.13 (Suite de Mayer-Vietoris). Soit M une variété différentielle, {U, V'} un recouvrement
de M, donc la suite des inclusions
UNnv=suouVvV -M

induit une suite exacte courte des complexes de R-espaces vectoriels :
08 (M)—=>EU)es (V)= UNV)—=0

ot la fleche &*(V) — &*(U NV) est définie par (o,7) — 7 — 0. Cette suite est appelée la suite de
Mayer-Vietoris, ce qui donne lieu & une suite exacte longue pour la cohomologie :

s HE R (M) = HEp(U) @ By (V) » HER(Un V) S HES (M) — -

I1. Démonstration de la proposition 3.9 Dans cette paragraphe, on va donner une démonstration
de la proposition 3.9 :

Démonstration de la proposition 3.9. La fleche proj : Z'(X) — H}p(X) est par définition surjective ; on
vérifie donc tout d’abord que la fleche 2 — Z1(X) est vraiment une inclusion. Comme Z!(X) et {2 sont
tous les deux sous-espace de &1, il suffit d’identifier chaque forme holomorphe sur X dans {2 & un élément
dans Z'(X), et donc il suffit de montrer que chaque 1-forme holomorphe sur X est fermée. En effet, pour
toute forme holomorphe w € 2, on a d”w = 0, puisque 2 = Ker(d” : EY — E?), donc il reste & montrer
que d'w = 0. On peut le vérifier sur chaque carte de X : pour toute carte (U, ¢, z) de X, on peut supposer
que ¢(U) = D, alors il existe une fonction holomorphe h sur D telle que (¢~1)*(w|y) = h(z)dz. Alors par
la commutativité de la différentielle extérieure avec le tiré en arriére (pull-back)”, on obtient :

(o H*(dw) =d (¢ w) = %dz ANdz = 0.

6. Deux application continue ¢ et ¢ de ’espace topologique X vers I’espace topologique Y sont homotope si il existe
une application continue © : X x [0,1] = Y telle que O(-,0) = f, ©(,1) = f1
7. cf. [1]
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Donc 2 C ZY(X), d’ott une inclusion incl : 2 < Z'(X).

Maintenant on va démontrer que 'application linéaire projoincl est injective. Il suffit de montrer que
Ker(proj oincl) = 0. Soit a € Ker(proj o incl), alors « est une forme holomorphe exacte, donc il existe
une fonction f de classe C! sur X telle que o = df. Par la proposition 2.12 f est une fonction holomorphe
sur X.Comme X est compacte, par le principe de maximum, f est constante, donc a = df = 0, ce qui
implique l'injectivité de proj o incl. O

ITI. Plongement des variétés compactes dans un espace euclidien Pour démontrer la finitude
de la cohomologie de De Rham pour variétés différentielles compactes, on veut montrer tout d’abord que
les variétés différentielle compactes admettent un plongement dans un espace euclidien RY avec N assez
grand, & savoir, la proposition suivant :

Proposition 3.14 (Théoréme de plongement de Whitney « facile »). Soit M une variété différentielle
compacte, alors il existe un C*-plongement®

t: M — RN
avec N un entier assez grand.

Démonstration. Pour tout € M, il existe une carte (U, ¢,) centrée en z, telle que ¢,(U) = B(0,2),
et on note V, = ¢~1(B(0,1)), alors {V,},enr Comme M est compacte, recouvrement fini, disons,
{V1,Va, -+, Vi} avec (U;, ¢;) la carte correspondant & V; centrée en ;. Alors, il existe des fonctions
plateau n; € C>°(M,R) au-dessus de V; et a support compact dans Uj, i.e.

— n; =1 sur V;

— 0<n <1lsurU; —Vj;

— n; = 0 hors de U;.
Notons m = dim M. Posons N = km + k = k(m + 1) et posons ¢ : M — RY TI’application définie par

u(q) = m(@)e1(a), - s me(@)dr(q), m(q), -+, mk(q))

ou 7; - ¢; est une fonction définie sur U; qui s’étend naturellement (par 0) en une fonction sur M tout
entier. Alors ¢ est une C*°-application. Maintenant on va vérifier que ¢ est une immersion injective :

— ¢ est une immersion. Pour tout point ¢ € M, il existe un ¢ € {1,2,--- ,k} tel que ¢ € V;. Alors
1:(q)9i(q) = ¢4, alors Pexpression locale de f prés de g s’écrit

fo, (T2, ,xm):fo¢;1(x1,-~~ JTm) = (% % K, X1, To, 0, Ty, k k%),

Ainsi ¢ est une immersion en gq.

— ¢ est injective. Soit ¢,q' € M tels que 1(q) = ¢(¢’), alors pour tout i, on a 1;(q) = n;(¢') et
ni(q)#i(q) = 1i(q')¢i(q’). Supposons que g € V; pour un certain j, alors 7;(¢’) = 1;(¢) = 1, donc

q €Vjetoi(g) = ¢;(¢). Mais ¢; est un homéomorphisme sur U, d’oit ¢ = ¢’. Ainsi ¢ est injective.

[

D’aprés la proposition 3.14, on peut regarder M comme une sous-variété de RN et soit 7 : NM — M
le fibré normal de M dans RN ?. Alors NM est muni d’une structure de variété différentielle. On veut
maintenant prolonger M dans un « petit » voisinage dans RY, tel que Iinclusion induise une inclusion en
cohomologie de De Rham, de laquelle on se raméne enfin au cas ou M admet un « bon » recouvrement
(défini dans la définition 3.17) fini. Pour cela on a besoin du théoréme de ci-dessous :

Théoréme 3.15 (Théoréme de voisinage tubulaire). Soit M une sous-variété compacte de RN et soit
Y Uapplication NM — RN qui associe (z,v) € NM avec x € M etv € (NM), C T,RY = RN 4
x+v € RN, Alors il existe un voisinage A de la section nulle e(M) dans NM, tel que 1(A) soit un
ouvert de RN et que ¥|a : A — P(A) soit un difféomorphisme.

Pour démontrer le théoréme 3.15 on utilise le lemme suivant :

8. Un C*°-prolongement f : M — N entre deux variétés différentielles M et N est une immersion qui induit un
homéomorphisme entre M et f(M). En particulier, si M est compacte, alors une immersion f : M — N est un plongement
si et seulement si f est injective.

9. i.e. le supplémentaire orthogonal du fibré tangent TM de M dans TRY|;.
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Lemme 3.16. SoientY et W deux variété différentielle de classe C* et soit X une sous-variété compacte
deY. Si f:Y — W est un difféomorphisme local'®, alors X posséde un voisinage U dans Y tel que
fU) soit ouvert dans W et que f|y : U — f(U) soit un difféomorphisme.

Démonstration. Comme f est étale, il suffit de trouver un voisinage U sur lequel f est injectif. En effet,
si f est injectif sur U, donc f|y: U — f(U) admet une inverse, qui est aussi différentiable car f est étale;
donc f|y est un difféomorphisme de U sur son image.

Pour tout z € X, il existe une carte (V,, ¢,) centrée en x telle que f|y, est un difféomorphisme et
¢-(Vz) = B(0,1) on B(gc r) est la boule dans R™ (on note n = dim M = dim N) de centre z et de rayon
r. Pour 0 < r < 1, notons

Vx,r = d);l(B(O? T))

Comme X est une sous-variété compacte, on peut trouver, pour tout r €]0, 1] des points X1, -+, Ty
ou n(r) est un nombre qui dépend du r, tels que

n(r)

< U Ve
=1

Notons U, = U?:(Tl) Vi, ry €'est un voisinage de x dans M. De plus, si r €]0, 1],

n(r) n(r)
= Uer ¢ U el B0un)

i=1

donc U, est un fermé d’un compact, ainsi il est aussi compact. On va montrer qu’il existe ro €]0, 1 tel
que ¢[y,  est injectif.

Supposons par I'absurde que pour aucun r €]0,1[, ¢|y, n’est injectif. Alors en posant r = 1/k, on
obtient pour chaque & € N des points uy, v € Uy, tels que f(up) = f(vr), up # vi. Quand k = 2, les
ouverts Vi, 12, 5 V(i ).1/2 forment un recouvrement de X, alors par la compacité de X, il existe
d > 0, tel que pour tout x € X, V, 5 C V,, 1,2 pour un certain i entre 1 et n(1/2). 1 Donc quand k assez
grand (par exemple, quand k > 1/J), on a ug, v, € Uy C Uyyp. Par la compacité de Uy /s, les suites
(ur)ren et (vr)ren admettent respectivement des sous-suites convergentes dans Uy /o, disons (ug, )ien et
(vr, )ien respectivement. Comme uy, vy € Uy, donc les limites u = lim; 1 ug, et v = lim;_, ;o sont
dans I'adhérence de X. Mais X est compact donc fermé dans M, donc u,v € X = X. Par la continuité de
f, f(u) = f(v) car pour tout i, f(ug,) = vg,. Comme f est injective sur X, on a forcément u = v. Soit V'
un voisinage assez petit de u = v dans M tel que f|y est un diffeomorphisme de V' sur son image. Alors
par la convergence il existe igp € N tel que ug, ,vi, € V'; on a que ug, # vk, et que f(uk, )= f(vk, ),
ce qui contredit le fait que f|y est un difféomorphisme.

Ainsi prenant U = U,,, un voisinage de X dans M, on a que f|y: U — f(U) est un difféomorphisme.

O

Démonstration du théoréme 3.15. 11 suffit de vérifier que Iapplication 1) ainsi définie est un difféomor-
phisme. En effet, pour tout z € M, il existe un voisinage ouvert U dans RY muni d’un difféomorphisme
sur son image ¢: U — RV tel que ¢(Uﬁ M) = (R™ x 0)N(U),0tt m = dim M. Donc ’homéomorphisme

¢ =proji. nodlu:U=0UnM —R™

fournit une carte locale de M prés de x. De plus, quitte & faire une restriction, on peut supposer que U
trivialise le fibré N M, avec la trivialisation

7 (NM)|y — U x RN—™

telle que pour tout y € U et w € (NM), avec y+w € U CRY, onaque T(y, w) = (y,proj}i]il,_“ Noo(w))
Donc la différentielle de v en (x,v) € NM sous la carte (¢ X idgn-m) o T s'écrit :

Diga)rwy (om0 (¢ X idgn-m) ™) = ( D@y (67" 0inclyy™) Dyr™!)

10. Dans ce cas, on dit aussi que f est un morphisme étale.
11. L’existence de tel § est un analogue de celle du nombre de Lebesgue pour un recouvrement ouvert d’un espace
métrique compact.
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Quitte a faire une translation, on peut supposer de plus que v € U, et donc on a
Dig(a),rwy (o7 0 (¢ X idpn—m) ") = Dig)d” !

Comme gz~5 est un difféomorphisme de U sur son image, donc pour tout (z,v) € NM, la différentielle v
en x,v est une application linéaire bijective, d’oul ¢ est un difféomorphisme local. En identifiant M et la
0-section du fibré N M, on déduit le théoréme du lemme 3.16 ci-dessus. O]

Prenons pour chaque z € M une boule B, tel que B, C ¥(A) avec ¢ application définie dans le
théoréme 3.15 ci-dessus, alors { B, }ze s est un recouvrement ouvert de M dans RY. Comme M compacte,
il en existe un sous-recouvrement fini, disons {B;}1<ign (on écrit B; pour By, ). On pose

alors V est un voisinage de M dans RY et il est donc lui-méme aussi une sous-variété différentielle de
R¥Y. On dispose d’une inclusion :
i M—=V.

De plus, par la construction de V, V' C ¢(A). Comme 1 est un difféomorphisme entre A et A on
obtient une projection
p:7ro1/1|‘_,1:VH+M

et on a poi = idys. Par la fonctorialité de H)j 5, on obtient les morphismes de groupes de cohomologie
p* =Hig(p) et i* = Hjx(i) et on a i* op* = idH;R(M)v donc le morphisme

p* i Hyp(M) — Hyr(V)

est injectif (p* admet un inverse a gauche). Donc pour démontrer la finitude des H}5(M), il suffit de
démontre la finitude des Hj (V).

Par la construction de V', on voit qu’il est une variété différentielle qui admet un « bon » recouvrement
au sens suivant :

Définition 3.17 (« bons » recouvrements). Soit M une variété différentielle, un recouvrement % =
{Ui}ier est appelé un « bon » recouvrement si pour toute partie finie {i1,...,4,} de I telle que l'in-
tersection U;, N --- N U;, n'est pas vide, on a que U;, N---NU;, est difféeomorphe a R* pour certain
k.

En effet, V' est la réunion d’'un nombre fini de boules {B;}i<ic<n, on vérifie que c’est un « bon
» recouvrement de V. On prend B(z; ,¢€), B(xi,,¢€),...,B(x;,,€) avec {i1,i,...,i,} une partie finie
de {1,2,...,n} et on veut montrer que B(x;,,€) N B(zi,,€) N...,NB(x;,,€) est homéomorphe a RY.
Comme les ouverts convexes de RY sont difféomorphes a RY il suffit de montrer que B(z;,, €)NB(z4,,€)N
...,NB(x;,,€) est convexe. Mais on sait que les boules sont convexes dans RY et que l'intersection fini
non-vide des convexes est encore convexe, d’ott B(x;,,€) N B(xi,,€)N...,NB(x;,,€) est convexe et donc
homéomorphe a4 RY. Ainsi V admet un « bon » recouvrement.

Remarque. En effet, avec un peu de connaissance sur la géométrie riemannienne, on peut démontrer
de plus que toute variété différentielle admet un « bon » recouvrement. La démonstration consiste a
démontrer que que les ouverts géodésiquement convexes d’une variété riemannienne de dimension n sont
homéomorphes a R™.

Par le raisonnement ci-dessus, on se raméne & démontrer la finitude des groupes de la cohomologie de
De Rham pour toute variété admettant un « bon » recouvrement fini, a savoir la proposition suivante :

Proposition 3.18. Soit U une variété différentielle. Si U admet un « bon » recouvrement fini, alors les
groupes de la cohomologie de De Rham de U sont de dimension finie.

IV. Démonstration du théoréme 3.8 Dans ce paragraphe on va donner une démonstration de la
proposition 3.18 en utilisant un argument de Mayer-Vietoris, et on en déduit le théoréme 3.8.
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Démonstration de la proposition 3.18. On utilise un argument de Mayer-Vietoris : par récurrence sur le
cardinal K du « bon » recouvrement.

Pour K =1, c’est un résultat du lemme de Poincaré (corollaire 3.12).

Supposons que les groupes de cohomologie de De rham sont de dimension finie pour les variétés
différentielles qui admet un « bon » recouvrement de au plus K ouverts sont de dimension finie. On
considére une variété différentielle U qui admet un « bon » recouvrement de K + 1 ouverts, disons
{Wo, Wh,...,Wk}. Alors {Wy :=WoUW7 U---UWgk_1, Wk} est un recouvrement de U, donc par la
proposition 3.13, on a une suite exacte :

i— 9, 1yt i i e o, 1yi
c = Hig (Wi N W) = Hyp(U) = Hyp(Wie) & Hyp(Wk) = Hyp(Wie N Wie) = Hyp(U) — -+
Donc par I'exactitude de la suite, on a
dim HZR(U) =dimKerr +dimImr = dimIm 0 + dimImr.

Comme dim Im 8 < dim H;)' (W N W) et dimImr < dim H) (W) + dim HS 5 (W), donc il suffit de
vérifier que H)p(Wp ), Hjr(Wik) et Hyp(Wj N Wk ) sont de dimension finie. Le R-espace H}jp (Wi ) est
de dimension finie par le résultat pour K = 1; H)p(W}) = Hjpr(WoUW U- - -UWk_1) est de dimension
finie par ’hypothése de récurrence. De plus,

k—1
Wi "W = (WoUW U UWg_1) "W = | (Wi nWk)
1=0

est une variété différentielle qui admet un « bon » recouvrement de K ouverts, donc est aussi de dimension
par 'hypothése de récurrence. Ainsi Hy,(U) est de dimension finie. Cela termine la récurrence. O

3.2.3 Troisiéme démonstration

Une troisiéme démonstration déduit la finitude de {2 du fait que le groupe fondamental d’une surface
de Riemann compacte est finiment engendré. On démontre ce fait avec des hypothéses trés faibles comme
c’est un résultat intéressant en soi.

On commence en rappelant la définition d’espace normal.

Définition 3.19. On dit qu’un espace topologique X est normal si pour toute couple Vi, V5 de fermés
disjoints dans X ils existent Uy, Us ouverts dans X a intersection vide tels que V3 C Uy et Vo C Us.

On va utiliser le fait que tout espace compact est normal et qu'un fermé d’un espace normal est aussi
un espace normal.

Définition 3.20. On appelle graphe une couple T' := (5, A) formée d’un ensemble S et A une relation

symétrique sur S. SiT est un graphe on note |I'| la réalisation géométrique c’est-a-dire I’espace topologique
2212

associé 2.

Théoréme 3.21. Soit X un espace compact localement connexe par arcs et supposons qu’il existe un

recouvrement % d’ouverts simplement connexes de X, alors pour tout point x € X, le groupe m (X, x)

est finiment engendré.

On peut supposer sans perte de généralité X connexe par arcs. L’idée de la preuve est de construire
un graphe fini T' et une fonction continue ¢ : |I'| — X telle que pour un certain point e € T', I’ho-
momorphisme de groupes induit ¢, : w1 (||, e) — 71 (X, ¢(e)) soit surjectif ou simplement que I'image
ayant indice fini. En utilisant le fait que 71(|T'|, ) est finiment engendré on pourrait conclure que aussi
m1(X, p(e)) est finiment engendré.

Si on prend par exemple un graphe avec un sommet pour tout ouvert de % et on lie deux sommets
qui représentent deux ouverts a intersection non vide et on construit 'homomorphisme ¢, l'indice de
I'image n’est pas évident qu’il soit fini, comme 'intersection de deux ouverts de % peut avoir un nombre
infini de composantes connexes. Alors il faut construire un autre recouvrement fini ¥ fait d’ouverts «
plus petits » de Z tel que si deux ouverts ont intersection non vide alors ils sont dans un certain ouvert
de 7% . Avec cela on peut construire un homomorphisme ¢, surjectif.

12. Pour une construction explicite on peut regarder [5], para. 4.8.1.
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Définition 3.22. Soit X un espace topologique et soit % un recouvrement ouvert de X, on dit qu'un
ensemble d’ouverts ¥ de X a la propriété Py si pour touts Vi, Vo € ¥ tels que Vi N Vs # () il existe
UeU tel que VUV, CU.

Lemme 3.23. Soit X un espace normal, pour tout recouvrement owvert fini % il existe au moins un
recouvrement ouvert fini ¥V qui a Py .

Démonstration. On démontre le lemme par récurrence sur le cardinal de %/. Si le cardinal est 1 c’est
trivial.
Si% ={Uy,...,U,} avec n > 2 on pose W := U?;ll U; on prend Wy et W5 ouverts tels que

Us CWL CW, CWy CWy CW.

Comme W, est fermé c’est normal. Par I'hypothése de récurrence, si U = {h Q~W2, ey Un1 NWR D,
il existe un recouvrement ouvert fini de W5, appelé ¥ qui a P,;. En particulier 7" a aussi Py . Soit 71

I’ensemble obtenu par intersection de tout élément de ¥ avec W1 et ¥ celui obtenu par intersection de
tout élément de ¥ avec WoNU,. L’ensemble ¥ U¥5 est un recouvrement de Ws et il a encore la propriété
Py, parce que cest un refinement de ¥. Si on ajoute Pouvert Wi*, Pensemble ¥ := ¥4 U ¥ U {ch}
devient un recouvrement ouvert fini de X. Pour prouver la propriété P4 il manque a vérifier la condition
seulement pour ch avec un ouvert V € ¥, U %5.

Il y a deux cas : si V € ¥#;, comme par construction V' C W7y, 'intersection avec Wi est vide ; si
V € ¥ alors soit V que W;* sont dans U,,. O

Remarque. Si X est metrizable alors le lemme est une conséquence du lemme de Lebesgue. Une surface de
Riemann est metrizable, donc dans le cas auquel on est intéressé on pourrait donner une démonstration
différente.

Démonstration du théoréme 3.21. On suppose sans perte de généralité X connexe par arcs et par com-
pacité que % soit fini. On note % = {Uy,...,U,}, par le lemme 3.23 on peut prendre ¥’ qui a Py .
Comme X est localement connexe par arcs les composantes connexes par arcs de tout ouvert de X sont
ouvertes. Donc on peut construire a partir de ¥’ un recouvrement ouvert connexe par arcs de X qui a
P, ot tout ouvert n’est pas vide. Par compacité de X on peut aussi supposer que ce recouvrement soit
fini, on l'indique ¥ = {V1,--- , Vi, }.

Soit I' := (¥, A) avec A 'ensemble des couples (V;, V) telles que V; NV} # (). On prend pour tout
1 <4< munélément v; € V;. Si (V;,V;) € A, on appelle U;; un ouvert de % qui contient V; UV;. Soient
~vi; des chemins dans U;; de v; vers v;. Soit ¢ : [I'| = X qui envoie V; vers v; et (V;,V;) vers 7;;. On
appelle ¢, : 7 (||, v1) — 71 (X, ¢(v1)) 'homomorphisme induit sur les groupes fondamentaux.

Lemme 3.24. L’ homomorphisme @, est surjectif.

Démonstration. Soit v : [0,1] — X un chemin tel que y(0) = (1) = vy, pour le lemme du nombre
de Lebesgue ils existent 0 = ¢ < to < -+- < tx; = 1 et s1,...,85-1 € {1,...,m} tels que pour tout
1<i<k—1on ait y([t;, tit1]) C Vs, et soit s, := s1.

11 suffit de montrer que [Y] = [Ys,_ 15 * Vsr_asi_1 * - * Vsass * Vsisa) -, comme le chemin & droite est
dans l'image de ¢,. Si 2 < ¢ < k — 1 alors ¢(¢;) € V;,, donc on peut prendre un chemin 7; a image
dans Vg/g’tg va de @(t;) vers v;. Soient 77 et ng les chemins triviaux d’extrémités vy. Pour 2 < i < k

—

soient Vsi—1si = ,Y‘[ti—lti]’ on a clairement h/] = [’Y:k-jgk : Vs:;,l teeet Vsgsy ’78\1_5/2] En pluS le chemin

n;l%iﬂsim,l est & support dans U, _,,, donc c’est homotope, & extrémités fixées, & v,,_,s, parce qu’ils
sont deux chemins de U, ,s, avec les méme extrémités et Us, .5, est simplement connexe. Ainsi on
obtient

h/] = [nk_l *Vsk—1sk " Tk—1 '77]:,11 *Vsp_osk_1 " NMk—2" " 773_1 *Vsasz T2 772_175132 ' 771] =

= [/YSk—lsk *Vsp—2sk—1 "o+ " Vsass '75152]'
O

Comme T" est un graphe fini, 1 (|T'|, v1) est finiment engendré, donc par la surjectivité de ¢, on prouve
que 71 (X, ¢(v1)) est finiment engendré. O

13. On dénote par - la juxtaposition du chemin de gauche aprés le chemin de droite.
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En particulier le théoréme 3.21 s’applique a une surface de Riemann connexe compacte. Donc on peut
démontrer maintenant le théoréme 3.5.

Démonstration du théoréeme 3.5. Soit x € X, on définit ¥ : 2 — Hom(m (X, z),C) telle que pour tout
a € Ret[y] €m(X,x), ¥(a)([y]) = fy a. L’application ¥ est bien définie parce que « est localement
exacte, parce que 'intégral sur v ne dépend pas du choix du représentent dans la classe et comme si
[11], [v2] € 7(X, x), fvzm o= f% a+ fw o. En plus ¥ est un homomorphisme de C-espaces vectoriels.

Par le théoréme 3.21 le groupe 71 (X, z) est finiment engendré, donc Hom(7 (X, z), C) est de dimen-
sion finie comme C-espace vectoriel.

L’homomorphisme ¥ est injectif, en fait si a € 2, ¥(a) = 0 implique « exacte. Si une forme
holomorphe est exacte alors c’est le différentiel d’une fonction holomorphe. Comme X est compacte c’est
alors le différentiel d’une fonction localement constante, donc c’est 0.

Par ces deux considérations {2 est de dimension finie.
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4 Construction de fonctions méromorphes

Dans cette section on va utiliser le théoréme de finitude pour construire les fonction méromorphes
qui séparent les points. En d’autres termes, on va montrer, en construisant explicitement les fonctions
méromorphes dont ’on a besoin, le théoréme ci-dessous dont la démonstration est aussi l'intérét central
de ce petit exposé. Aprés démontrer le théoréme de la séparation des points, on va montrer le théoréme
de la séparation des tangents.

4.1 La séparation des points

Théoréme 4.1 (La séparation des points). Soit X une surface de Riemann compacte, soient x ety
deux points distincts de X . Alors il existe une fonction méromorphe f sur X définie en x et y et telle

que f(x) # f(y)

Remarque.

a) Ce théoréme implique qu'il existe suffisamment beaucoup de fonctions méromorphes sur une surface
de Riemann compacte ; par contre, il n’y a pas de fonctions holomorphes non-constantes globales
sur une surface de Riemann compacte (par le principe du maximum).

b) Si X n’est pas compacte, ce théoréme de séparation est encore vrai; en effet, on a mieux, les fonctions
holomorphes séparent les points.

L’idée de la démonstration est de construire une fonction méromorphe sur X (a l'aide d’une fonction
plateau est du théoréme de finitude) qui est holomorphe sur X — {z} et a un pole en z. Pour cela, une
idée naturelle est de prendre une fonction de la forme

1
X Py
sur la carte (U, z) centrée en = (qui se prolonge naturellement par 0), oi U un voisinage de z et x une
fonction plateau a support compact dans U et égale & 1 prés de x. Cependant, la fonction y n’est stirement
pas une fonction holomorphe (une fonction analytique a support compact est forcément constante par le
principe du maximum). La fonction
1
X gy
n’est pas non plus une fonction dans E°(X) ainsi on peut pas appliquer d”’ directement. On verra que
c’est suffisent trouver une autre fonction A pour tuer

d"(x) - o
ce qui bien définit une (0, 1)-forme sur X. Mais comment trouver une telle fonction h ? En fait, on ne peut
pas I'exprimer explicitement, mais ’existence est assurée par la finitude de ’espace H, ce qui manifeste
la puissance de la théorie de la cohomologie des faisceaux. Maintenant on va préciser le raisonnement
que 'on a proposé ci-dessus. Avant de présenter la démonstration, on montre d’abord un petit lemme
qui fournit un critére analytique de méromorphie dont I'on a besoin dans la démonstration du théoréme
4.1:

Lemme 4.2. Soient X une surface de Riemann (non nécessairement compacte ni connexe), D une
partie fermée discréte de X et f : X — D — C une fonction holomorphe. Soit a € X et (U, z,¢) une
carte centrée en a, alors [ est méromorphe en a si et seulement s’il existe un voisinage ouvert U’ de a
contenu dans U et des constantes Cy > 0 et k > 0 tels que sur pour tout x € U' — a on ait

C
|p(z) "

De plus, pour k > 1, l'ordre de f en a est k si et seulement si il existe une constante positive C:b , telle
qu’en cordonnées locales on a

[f(2)] <

Fol2)] ~ ﬁ

quand z tend vers 0.

33



Démonstration. Si f est méromorphe en a, alors il existe des fonctions holomorphes g et h sur un
voisinage V de a, telles que f|y = g/h; de plus, quitte a faire une restriction, on peut supposer que V
est contenu dans U, et que g est bornée sur V. On peut aussi supposer que ¢(V) = D, quitte a faire une
transformation conforme, alors g4 = g o ng|‘_/1 et hy = ho (;5\‘_,1 sont des fonctions holomorphes sur D.
Donc h se met sous la forme hy(z) = zFuy(2) avec ug(0) # 0, i.e. u(a) # 0. Comme |u(a)| > 0 et |u| une
fonction continue sur V, donc il existe un voisinage U’ de a qui est contenu dans V' donc dans U, tel que
|u(x)| = |u(a)|/2. De plus, g est bornée sur V' donc sur U’, on pose C := 2sup,cy |g9(x)|/|u(a)|, alors

@l _lg@)| 1 ¢
= @) = @l ™ Bl < @

Réciproquement, si f vérifie la condition, alors U’ — a est contenu dans X — D, d’ott (¢* f)| est une
fonction holomorphe sur U’ —a. Comme (¢* f)y est bornée sur U’ —a, alors elle se prolonge naturellement
en une fonction holomorphe sur U’, ainsi ¢* f est holomorphe en a. Donc f est méromorphe en a.

L’énoncé sur l'ordre de f est seulement une conséquence de la définition de 'ordre d’une fonction
méromorphe en un pole. O

Démonstration du théoréme 4.1.

Etape 0 : réduction au cas ot X connexe. Comme X est compacte, il peut s’écrire comme une
réunion disjointe des composantes connexes : X = X7 Ll Xo Ul --- U Xy avec t > 1. On se rameéne au cas
ou x et y sont contenu dans la méme composante connexe. Pour le cas ol x et y sont dans des distinctes
composantes, disons X et X;, on peut construire une fonction localement constante f telle que f = 0
sur X, et f = 1 ailleurs, alors f est une fonction holomorphe (donc méromorphe) qui sépare x et y. Ainsi
on peut ramener au cas ou X est connexe.

Etape 1 : construction des (0, 1)-formes. Soit (U, ¢, z) une carte centrée en x telle que ¢(U) = D,
soit x une fonction plateau au-dessus de {x} et & support dans U, c’est-a-dire, x est une fonction de
classe C§° sur X telle que :

— 0<x<1;
— x = 1 au voisinage de z;
— supp(x) C U.

Pour tout n € N, on pose f, la fonction sur U — {z} définie par la formule u € U — 1/¢(u)™, alors pour
z€Dona

Frgl2) = Fao 6™ (2) =

Donc f - x est bien une fonction sur X — {z} a support dans U. Maintenant on pose

an =d"(x) - fa-

Comme la fonction f,, est holomorphe (donc bien définie) dans U — {z}, la fonction y est constante prés
de z, ce qui implique que d”(x) = 0 au voisinage de x, donc «,, est bien définie comme une (0, 1)-forme
différentielle globale sur X. De plus, «a,, est identiquement nulle dehors de U et prés de x.

Etape 2 : construction de la fonction h en utilisant le théoréme de finitude. Maintenant on
dispose d’une suite de (0, 1)-formes (a;,),>1 de classe C* (x est C*°, f,, est méromorphe) dans E%'. On
considére leurs classes [a,] dans H = Coker(d” : E° — E%!). Par le théoréme de finitude 3.5, H est un
C-espace de dimension finie, soit g sa dimension en tant que C-espace vectoriel, alors les ([an])1<n<g+1
sont linéairement dépendantes, c’est a dire, il existe des constantes ¢ € C, tels que

g+1

Z cklan] =0

dans H. Donc on peut trouver une fonction h de classe C* (car les «,, sont de classe C*°) sur X telle

que
g+1

Z cnay, = d" ().
n=1
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Elle, c’est exactement la fonction h que 'on cherche!
Etape 3 : construction de la fonction méromorphe ayant un seul péle en x. Ayant trouvé

la fonction A, on pose donc :
g+1

F=h=> cax-fn
n=1

Comme h est C* sur X, les x - fn, sont des fonction C* sur X — {z}, alors f est de classe C* sur X — {z}.
De plus, on va montrer que f est holomorphe sur X — {z}. Pour cela on peut vérifier localement, i.e.
vérifier que pour tout a € X — {z}, f est holomorphe en a. Soit (V;,1),,2) une carte centrée en a.
Comme {U — {z}, X —supp x} est un recouvrement ouvert de X — {x}, donc on peut supposer que soit
Vo CU —{z} soit V, C X — supp x.
— Si V, € U — {z}, quitte & faire une restriction et faire une transformation conforme, on peut
supposer de plus que V, C U et que 9, = ¢|v,, alors ¢,(V,) est un ouvert dans D qui ne contient
pas 0. Donc sur 9,(V,), on a

g+1 )
fua(2) = flv, 0 Ya(2) = hlv, 0 Ya(2) — ZCHXWa o P (2) - o
n=1
g+1 .
= hy, (2) = Y enXy, (2) - prs
n=1

Comme ¢, (V) C D ne contient pas 0, donc la fonction z — 1/z™ est holomorphe sur ,(V;), alors
pour tout n, on a

9.
0z
sur 14 (V). Donc pour tout z € 9,(V,), on a

)=0

o

6fwa _ ahwa aX¢a Cn
oz (2) = 0z (z)_n:l 0z (2) Zn
Mais comme
g+1 g+1

on a en particulier,

c’est :

ahwa AR, 8X¢a Cn
=3 e

D’ou Ofy, (2)/0Z = 0 sur ¥, (Va), ce qui implique que fy, donc f est holomorphe en a.

SiV, C X —suppy, alors x =0 sur V,, donc on a f = h sur V. En outre, pour tout n € N, a,,, =0

sur V,, donc d”h|y, =0, ce qui implique que h donc f, est holomorphe en a.

En conclusion, f est holomorphe sur X — {z}. De plus, f est méromorphe en z, c’est une conséquence
du lemme 4.2 car on a pour tout v € U — {z}

c

|f(w)] < W

g+1
C :=sup|xq(2) Z Cp2d T
zeD n—1

Ainsi on construit une fonction méromorphe f ayant le seul pole en z d’ordre au plus g + 1.

14. Par I’énoncé su l'ordre des fonctions méromorphes du lemme 4.2, on voit que f est d’ordre exactement g + 1 si et
seulement si cg41 # 0.
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Etape 4 : construction de la fonction méromorphe qui sépare z et y. Soit f la fonction
méromorphe construite dans étape 3, alors f est holomorphe sur X — {z}, en particulier, comme y # x,
|f(y)| < oo. Sil'on voit f comme une fonction analytique de X vers la sphére de Riemann ¥ = P*(C),
alors f(y) et f(x) = co € X sont deux points distincts, d’ot il existe une infinité de monographies qui
envoient (f(y), f(x)) vers (1,0)'°. Faisant f composer avec une telle monographie, on a donc au moins
une fonction méromorphe g avec g(y) = 1, g(x) = 0 (donc g est définie en = et y). Ainsi g est bien la
fonction méromorphe qui sépare x et y. O

4.2 La séparation des tangents

On peut montrer maintenant trés important, qui implique que les fonctions méromorphes sur une
surface de Riemann compacte, non seulement séparent les points, mais aussi séparent les tangents :

Théoréme 4.3. Soit X une surface de Riemann compacte, alors pour tout x € X, il existe une fonction
méromorphe f sur X telle que le revétement ramifié f : X — PY(C) soit non-ramifié en x.

Pour cela on montre d’abord un lemme

Lemme 4.4.

1) 1l existe un entier n < 2g tel que pour tout point x de X, on peut trouver des fonctions méromorphes
sur X ayant un seul péle en x d’ordre n et n + 1 respectivement.

2) De plus, il existe N € N tel que pour tout k > N et pour tout point x de X, on peut trouver une
fonction méromorphe admettant x comme unique pole, d’ordre k.

Démonstration. On garde les notation dans la démonstration du théoréme 4.1. Pour n € N, si [a,] est
dans le sous-espace de H engendré par les (ax)1<k<n—1, alors on a une combinaison linéaire non-triviale
Y p—qlak] qui est nulle dans H avec ¢, # 0, donc 'étape 3 de la démonstration du théoréme 4.1 nous
permet de construire une fonction méromorphe ayant le seul pole en = d’ordre exactement n. Pour tout
n € N on dénote par (*,) ’énoncé :

[an] € (Jaa], - -, [@n—1])

Puisque H est de dimension g, le nombre des n qui ne satisfait pas (%,) est inférieur ou égal a g. Donc
il existe n < 2¢ tel que on a a la fois (x,) et (*p41), ce qui montre 1’énoncé 1).

Soit N le plus grand parmi les n qui ne satisfont pas (%), alors pour tout k > N, k satisfait (xj), ce
qui montre ’énoncé 2). O

Remarque. En utilisant le théoréme de Riemann-Roch, on peut démontrer que pour toute surface de
Riemann compacte X et tout x € X, il existe N < 2g — 2 qui satisfait I’énoncé 2) du lemme. De plus,
pour la méme raison, on a que I’énoncé 1) reste vrai si on remplace 2¢g par 2g — 1.

Démonstration du théoréme 4.3. 1l suffit de construire une fonction méromorphe sur X avec un pdle
simple en z. Ici on va donner une démonstration qui déroule du théoréme 4.1 de la séparation des points.
En effet, par le lemme 4.4, on dispose d’une fonction méromorphe h,, qui a le seul pole en = d’ordre n,
et d’une fonction méromorphe h, 1 ayant le seul pole en x d’ordre n + 1. On prend f = hy41/hy, alors
f est une fonction méromorphe a un pdle simple en z. [

15. Le groupe des automorphismes analytiques sur la sphére de Riemann ¥ est constitué par les homographies et une
homographie est uniquement déterminée par I'image de trois points.
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Annexe A L’identification de H avec H'(X, ©).

Soit X une surface de Riemann compacte connexe et soit w une forme volume de X. Soit & le faisceau
des fonctions holomorphes sur X. Dans cet annexe on va prouver que H est isomorphe & Hl(X ,0). On
commence en étendant les espaces EO(X) et E1(X) a des faisceaux de X.

Définition A.1. Soit & le faisceau des 1-formes mesurables « telles que a A *a ait intégral fini. Soient
&0 et 91 les sous-faisceaux des formes de type (1,0) et (0,1) respectivement. Soit &0 le faisceau des
fonctions a carré sommable par rapport a p, telles que la dérivée au sens des distributions soit une
section de &'. La dérivée extérieure induite un morphisme d : éi? — &' Le morphisme d on peut le
décomposer en d = d' +d" tels que d’' : 0 — E10 et d”: ) — L.

Proposition A.2. La suite de faisceaux
o, 30 47 30,1
006, — & =0
est exacte, ot 1 est l’inclusion.

Démonstration. Il faut montrer pour tout x € X que
~ d"”’ ~
0= Op 2 (69), — &M = 0.

L’exactitude en O, est vrai parce que ¢ est I'inclusion. Par P'exactitude en ((ogf)x on a que pour tout
fz € N(éff,) )z di fz = 0 si et seulement si il existe une couple (U, f) ot U est un voisinage ouvert de x et
f € EY(U) qui représente f, et telle que d” f = 0. Par le théoréme 1.14 on a que d” f = 0 si et seulement
si f est holomorphe, donc d// f, = 0 si et seulement si f, € 1,(O,).

On montre maintenant 'exactitude en (£%1),. Soit a, € (%), et soit (U, ,z) une carte de X
centrée en z telle que ¢(U) = D. Tout germe @, est représentée par une couple (U, ) avec « une forme
sur U qu’en cordonnées c’est de la forme gdZz avec g définie sur D, une fonction & carré sommable par
rapport & la mesure de Lebesgue. Comme 1/7z est une solution fondamentale de d”, si on prend T} la
distribution de C associée a g, comme D est borné, f = 1/7z x g est bien défini. Sl fi=0¢ 1f, alors
d'f =a, dou dyfo = ap. O

Proposition A.3. Soit X une surface de Riemann compacte connexe et soit w une forme volume sur
X. Les C-espaces vectoriels H = Coker(EY, AN E%) et H'(X, 0) sont isomorphes.

Démonstration. Par la proposition précédente on a la suite exacte longue en cohomologie :

HO(d")

0 - H(X, 0) 1Y mo(x, &%) 9, go(x, 401y & Hl(X, 0) 0, g1 (X,&%) —

Le faisceau &9 est fin, donc acyclique par le foncteur I' (voir Voisin [1 1] paragraphe 4.3 pour la définition
et pour une preuve), ainsi, en particulier, H' (X, &%) = 0. Finalement on obtient

0-C4 EC Y g0l 2 (X, 6) -0
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